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内 容 提要 


同调 代数 的 思想 方法 主要 来 自 代 数 拓扑 学 中 复 形 的 同调 理论 . 它 的 研究 
对 象 主要 是 环 模 以 及 环 模 上 的 复 形 .本 书 的 目的 是 介绍 同调 代数 中 最 基础 性 
的 也 是 最 精彩 的 内 容 .全 书 分 四 章 : 范 畴 与 函 子 及 其 在 模 论 中 的 应 用 ;特殊 模 
与 相应 的 维 数 ; 环 模 复 形 的 同调 理论 ; 谱 序列 . 本 书 可 供 数学 系 的 本 科 生 、 研 
究 生 作为 学 习 本 课程 的 教材 ,也 可 供 希 望 了 解 或 用 到 同调 代数 的 高 校 教师 与 
数学 工作 者 参考 . 
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3 引 


同调 代数 初 成 于 本 世纪 40 年 代 中 期 ,是 由 著名 数学 家 S. 
Eilenberg 与 S. MacLane 等 人 的 一 系列 重要 工作 葛 基 而 成 的 一 门 
学 科 . 它 的 思想 方法 主要 来 自 代 数 拓扑 学 中 复 形 的 同调 理论 , 它 的 
研究 对 象 主要 是 环 模 以 及 环 模 上 的 复 形 .在 发 展 的 过 程 中 ,同调 代 
数 充分 地 使 用 了 范畴 论 中 的 方法 与 理论 (因此 使 同调 代数 的 一 些 
结果 可 应 用 于 更 广 的 对 象 ), 并 以 Hom、 的 以 及 它们 的 导出 函 子 
Ext、Tor 作为 最 基本 的 函 子 .所 以 它 能 有 效 地 给 出 环 类 的 一 些 同 
调 不 变量 (同调 维 数 ) ,使 同类 的 环 (尤其 是 同 构 的 环 ) 具 有 相同 的 
同调 不 变量 ,从 而 给 环 论 的 研究 提供 了 一 个 有 力 的 新 工具 .最 先 引 
人 注目 的 纯 环 论 形式 的 Krull 猜测 一 一 正则 局 部 环 为 UED( 唯 一 
分 解 整 环 ) 一 一 于 50 年 代 末 以 同调 方法 成 功 地 得 以 解决 ,由 此 给 
出 十 分 重要 的 一 条 定理 (Auslander - Buchsbaum 一 Nagata 定理 ). 
70 年 代 以 后 的 一 些 有 名 的 抽象 代数 书 , 如 N. Jacobson 的 [Jac， 
80]、S. Lang 的 [L,84]、P.M. Cohn 的 [Co,79] 等 ,都 设 专 章 较 全 面 
地 介绍 同调 代数 的 基本 内 容 . 现 在 ,同调 代数 作为 一 种 有 用 的 工具 
已 被 应 用 于 群 论 、 交 换代 数 、 代 数 几 何 、 微 分 几何 、 代 数 拓扑 、 微 分 
拓扑 、 数 论 、 偏 微分 方程 、 非 交换 调和 分 析 等 学 科 ,并 越 来 越 受到 重 
视 . 基 于 这 些 应 用 与 同调 代数 理论 本 身 的 需要 ,通常 总 是 约定 所 研 
究 的 环 都 有 单位 元 且 为 结合 环 ( 对 乘法 满足 结合 律 的 环 ) ,研究 的 
模 都 是 西 模 ( 即 环 的 单位 元 1 与 模 的 任意 元 xz 之 积 都 仍 为 z). 我 
们 在 本 书 中 也 遵从 这 些 约定 .同时 ,在 不 指明 左 模 或 右 模 时 都 指 左 
模 . 

本 书 的 目的 是 介绍 同调 代数 中 最 基础 性 的 ,也 是 最 精彩 的 内 
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容 , 可 供 数学 系 的 本 科 生 、 研 究 生 作为 学 习 本 课程 的 教材 .大 体 上 
说 ,作为 同调 代数 最 基础 部 分 的 前 两 章 可 作为 数学 系 高 年 级 本 科 
生 选 修 课 教材 ,前 三 章 则 可 作为 非 代数 方向 或 非 专 攻 同 调 代 数 的 
代数 方向 的 硕士 生 与 博士 生 的 教材 . 作者 于 1993 年 秋 曾 用 前 三 章 
为 南开 数学 所 与 南开 大 学 数学 系 八 个 方向 的 硕士 生 与 博士 生 讲 过 
此 课 , 计 用 48 学 时 ,效果 是 很 好 的 .第 四 章 ( 谱 序列 ) 有 一 定 的 难 
度 .作者 根据 十 余年 来 在 南京 大 学 积 下 的 讲稿 尽量 地 将 这 一 部 分 
写 得 易于 为 读者 接受 ,希望 代数 方向 、 拓 扑 方向 以 及 对 同调 代数 有 
兴趣 的 研究 生 能 基本 掌握 这 一 章 的 内 容 .本 书 也 可 供 希 望 了 解 同 
调 代 数 的 有 关 高 校 教师 与 数学 工作 者 参考 . 由 于 本 书 的 目的 主要 
是 介绍 同调 代数 的 基本 理论 与 方法 ,尽管 对 环 的 同调 理论 已 比 国 
外 大 多 数 同 调 代数 书 介绍 得 更 多 ,也 吸收 了 不 少 近 几 年 的 新 结果 ， 
但 还 有 一 些 更 进一步 的 内 容 没 能 详细 写 入 .有 兴趣 的 读者 可 参看 
周 伯 十 先生 的 专著 [ 周 ,88j]. 

本 书 的 各 节 都 力求 系统 性 与 完整 性 . 比如 第 二 章 的 三 节 ,每 节 
中 都 是 完整 地 介绍 一 种 重要 的 模 类 以 及 相应 的 同调 维 数 ,可 视 为 
是 三 个 较 完整 的 讲座 .在 用 作 教 材 时 , 较 长 的 节 可 分 两 次 讲授 ,对 
程度 较 高 的 学 生 也 可 一 次 讲 完 .根据 我 们 过 去 的 经 验 , 这 是 有 一 定 
的 优点 的 ,尤其 是 便于 读者 查阅 或 复习 . 

本 书 各 节 后 面 都 附 有 少量 经 我 们 精 选 的 习题 ,大 部 分 难度 不 
大 ,但 用 到 的 方法 却 是 最 基本 的 .根据 作者 十 余年 的 教学 体会 , 认 
真 地 做 这 些 习 题 对 读者 是 很 有 益处 的 .做 完 这 些 习 题 仍 有 余力 的 
读者 还 可 在 书 末 列 出 的 参考 书 中 再 选 做 一 些 . 

本 书 是 在 丁 石 孙 教授 刘 绍 学 教授 以 及 国家 教育 委员 会 首届 
高 等 学 校 数 学 与 力学 教学 指导 委员 会 代数 与 数论 教材 建设 组 诸 先 
生 的 鼓励 下 完成 的 .在 书写 过 程 中 经 常 受到 业 师 周 伯 埋 教授 的 教 
诲 与 帮助 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 . 

佟 文 廷 
1996 年 6 月 23 日 于 南京 大 学 
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在 本 章 中 ,我 们 将 介绍 范畴 论 中 最 基本 的 一 些 概念 与 基本 结 
果 . 为 了 不 使 新 概念 过 分 集中 ,有 关 范 畴 与 函 子 的 其 他 内 容 将 穿插 
到 本 书后 面 各 有 关 章 节 中 , 边 介绍 边 应 用 .本 章 中 的 重点 是 :范畴 
与 函 子 的 定义 及 基本 结果 、 正 合 列 与 图 追踪 法 Hom 与 @ 函 子 .万 
其 是 正 合 列 与 图 追踪 法 ,这 是 同调 代数 最 基本 的 技巧 ,读者 宜 熟 习 
之 . 


$81 范 时 


数学 的 各 分 支 都 是 研究 一 些 对 象 类 以 及 对 象 间 的 联系 与 分 
类 .范畴 的 概念 与 理论 给 出 了 这 方面 最 好 的 概括 . 

最 早 为 范畴 论 疯 基 的 是 1945 年 S. Eilenberg 与 S. MacLane 的 
论文 [EM,45j]( 自 然 等 价 性 的 一 般 理 论 ).1971 年 S.MacLane 又 写 
出 一 本 适用 于 各 个 方向 数学 家 的 范畴 论 专著 [M,71]. 目前 ,范畴 
论 在 计算 机 科学 中 得 到 了 成 功 的 应 用 ,国内 外 不 少 大 学 的 计算 机 
系 已 开设 了 范畴 方面 的 课程 . 

本 节 中 为 避免 新 概念 过 多 的 集中 ,只 介绍 最 基本 的 概念 与 理 
论 , 其 他 的 一 些 重 要 概念 将 分 散 到 用 到 它们 的 章节 . 

先 介绍 范畴 的 定义 .一 般 的 读者 将 它 联系 到 线性 代数 中 线性 
空间 的 理论 ;就 不 会 觉得 太 抽象 了 : ” 

定义 1 称 % 是 一 个 范畴 (category) 是 指 8 有 如 下 的 三 个 组 
成 部 分 1,2,3, 并 满足 下 看 的 三 条 公理 C ,GC ,G: 

1. 多 有 由 对 象 (object)A ,B,C,… 组 成 的 类 OL, 称 为 的 对 
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象 类 ; 

2. 对 的 任 两 个 对 象 A,B ,都 对 应 一 个 集合 Homs (A ,B) 
( 常 简 记 为 Hom(A,B) 或 久 《A,B),Mor(A,B)), 其 元 素 称 为 (由 
A 到 B 的 ) 态 射 (morphism) 或 第 头 (arrow); : 

3. 有 态 射 的 合成 法 则 .对 任意 的 对 象 A, B,C 与 a € Hom 
(A,B) 以 及 rE€Hom(B,C), 有 了 唯一 的 pgEHom(A,C), 记 为 9 
= to , 称 为 o 与 c 的 合成 ; 

C 不 相交 性 .除非 A=C 且 B=D,Hom(A,B) 站 Hom(C， 
D)= 8%; 

C 结合 性 .对 任意 的 对 象 A, B,C,D 与 任意 的 cE Hom 
(A,B),rEHom(B,C),yJEHom(C.,D), 

g(ro)= (yr)o; 

C 人 恒 等 态 射 的 存在 性 :对 任意 的 对 象 A, 必 有 I € Hom 
(4A,A) 使 对 任意 的 对 象 B,C 及 soc€ Hom(A,B),r€Hom(C, 
A), 必 有 

of, 三 0 
Lr=r 

若 %,9 为 两 个 范畴 ,满足 Ob9COb% 且 对 任意 的 A,BE 
Ob9, | 
Home(A,B)SHome(A,B) 

则 称 9 为 约 的 子 范畴 (subcategory). 若 又 有 
Homs(A,B)=Home(A,B) 
则 9 又 称 为 的 全 ( 满 ) 闻 范 贿 (full subcategory). 

为 了 说 明 这 个 基本 定义 ,我 们 提出 几 点 “ 注 ”. 

注 1 今后 我 们 以 “YAEOb 咏 或 “YAE 喀 表示 “A 为 范畴 
约 的 任意 对 象 ` .从 和 证 义 1 中 可 看 出 :YAEG, 玉 了 (3 手表“ 存 
在 唯一 ”, 如 只 用 “9” 则 只 表 “存在 ”). 事 实 上 , 设 I。 也 是 对 象 A 
的 恒 等 态 射 , 则 由 CG 知 . 
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1, =Il, = I 

注 2 容易 看 出 ,在 范畴 名 中 对 象 类 Ob% 与 {1 |AEOb@} 是 
一 一 对 应 的 .因此 ,在 范畴 论 中 有 时 只 研究 态 射 及 其 合成 而 忽略 对 
象 . 于 是 范畴 论 又 被 称 为 “箭头 理论 ” 

注 3 注意 集合 与 类 (class) 的 区 别 .集合 可 看 成 是 有 基数 的 
“小 类 ”. 我 们 可 以 说 “一 切 Abel 群 组 成 的 类 ”, 而 不 能 说 “一 切 Abel 
群 组 成 的 集合 ”. 否则 , 因 一 切 Abel 群 之 直 和 仍 为 Abel 群 ,会 导致 
矛盾 . 

当 范 畴 % 的 对 象 类 Ob% 为 集合 时 ,又 称 多 为 小 范畴 (small 
category ). 

注 4 即使 对 小 范畴 , 态 射 也 未 必 为 映射 ,更 未 必 为 同 态 (但 
映射 或 同 态 都 是 适当 范畴 中 的 态 射 ) .因此 ,定义 单 态 射 、 满 态 射 需 
用 它 法 ( 见 后 ). 我 们 来 看 一 个 例子 . 

例 1 令 S 为 乘法 么 半 群 (monoid), 则 S 为 一 个 集合 .定义 
范畴 使 Ob8= | * ,Hom(* , * ) = S, 态 射 合 成 由 S 中 的 乘法 
给 出 (容易 验证 % 满 足 范 畴 定义 的 一 切 要 求 ). 由 于 * 仅 是 一 个 记 
号 , 它 不 是 由 元 素 组 成 的 集合 ,因此 rE€ Hom( * , x* ) 不 是 通常 的 
映射 ,更 不 是 同 态 . 

尽管 如 此 ,在 范畴 论 中 对 态 射 cE Hom(A,B)( 也 记 为 A 


一 >B 或 :A 一 B), 仍 称 A 为 o 的 定义 域 (domain) , 称 B 为 o 的 
值 域 (codomain). 

注 5 在 范畴 中 ,Hom(A,B) 可 为 空 集 . 

例 2 设 X 为 一 个 偏 序 集 (poset)( 即 有 关系 <<" 使 (1) x 二 
Tr,V rEX; (2) ry, yr Yr,y,ZEX; (3) ry, 
y 达 XT 访 T=y, Yrx,yEXX. 比 如 取 XX 为 正 整 数 集 ,用 “过”" 表 “ 整 
除 ” 邑 可 ). 取 Ob€《= 六 ,定义 

Rs 


多 ,其 他 情况 
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且 

浓 认 二 让， 当 zx 二 yz 时 . 
对 这 个 范畴 6, 若 zx 二 y 不 成 立 , 则 Hom(z,y)= 多 .比如 取 X= 
1L,2,3,4| ，“ 委 ”" 表 整除 , 则 相应 的 范畴 多 可 用 如 下 的 有 向 图 表 
出 : 


24 1 
1 
4 .1 
(从 
1 
() 
L, 


容易 看 出 ,Hom(j ,1),j =2,3,4, Hom(2,3), Hom(3,2),Hom(3, 
4) 等 都 是 空 集 . 当然 ,在 一 般 的 范畴 G 中 ,Hom(A,A) 为 一 个 么 半 
群 , 其 么 元 素 (单位 元 ) 为 了. 


下 面 列 出 几 个 常见 的 范畴 例子 : 

AG(Abel 群 范畴 ) 全 体 Abel 群 群 同 态 
G (和 群 范畴 ) 全 体 群 群 同 态 
Ring( 环 范畴 ) 全 体 环 环 同 态 
S( 集 范畴 ) 全 体 集 合 映射 


Top( 拓 扑 空间 范畴 ) 全 体 拓 扑 空间 ”连续 映射 

Rt( 环 R 上 的 左 模范 畴 ) 全 体 左 R- 模 左 R- 模 同 态 
LSr( 域 F 上 线性 空间 范畴 ) 全 体 下 一 线性 空间 下 -线性 空间 同 态 
TG( 拓 扑 群 范畴 ) 全 体 拓 扑 群 连续 群 同 态 
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注 6 不 难看 出 AG =z 吸 .因此 环 模 的 理论 是 Abel 群 论 的 推 
广 .( 不 熟悉 环 模 的 读者 可 先 参见 本 章 后 面 $3 中 的 定义 ) 

下 面 我 们 来 定义 同 构 态 射 、 满 态 射 与 单 态 射 . 

定义 2 设 《 为 一 个 范畴 ,o E€ Homs(A,B),rtE€ Homs(B,， 
A) 使 or= I 且 7zo=, 则 称 o,z 为 同 构 ( 态 射 ), 也 称 为 等 价 ( 态 
射 ) 或 可 逆 态 射 , 且 称 对 象 A,B 为 同 构 的 (等 价 的 ),o,r 又 互 称 
为 逆 态 射 . 

设 fE Homw(A,B), 蔡 对 使 gf=hf 的 g,hEHoms(B,C) 都 
必 有 g=h( 即 f 右 可 消 ), 则 称 f 为 满 态 射 (epic morphism) ， 常 记 
为 A 各 BB. 

设 FE Homs(B,A), 若 对 使 fg= 册 的 g ,hE€Homs(C,B ) 都 
必 有 gg=h( 即 f 左 可 消 ), 则 称 了 为 单 态 射 (monic morphism)， 党 
记 为 B>$SA. 

这 两 个 定义 可 分 别 图 示 如 下 (注意 二 者 的 区 别 只 在 于 “箭头 改 
号 “而 已 1): 


了 
4 B 
f 为 单 态 射 SN 中 2 
(4> 上。B) :交换 图 以 . 


这 里 顺便 地 明确 一 下 交换 图 (可 换 图 ,交换 图 表 ) (commuta- 
tive diagram) 的 合意 .在 一 个 含 对 象 与 态 射 的 箭头 图 中 , 耕 从 图 中 
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任 一 对 象 出 发 到 另 一 对 象 有 两 条 或 更 多 的 (由 同 向 箭头 接 起 来 的 ) 
路 径 相 通 , 则 顺 着 这 些 路 径 ( 沿 箭头 方向 ) 的 态 射 合 成 都 相等 ,这 样 
的 图 就 称 为 交换 图 .对 比较 复杂 的 图 只 需 检查 各 网 孔 ( 如 三 角形 、 
四 边 形 网 孔 等 ) 是 否 为 交换 图 , 即 知 该 图 是 否 交 换 . 

本 书 中 出 现 的 图 都 指 交换 图 . 

现在 我 们 来 看 看 同 构 与 满 态 射 、 单 态 射 的 关系 如 何 ， 先 来 证 明 
如 下 定理 . 

定理 1 在 任意 范畴 中 , 同 构 (等 价 ) 必 为 满 态 射 与 单 态 射 . 

证 在 一 个 范畴 中 ,和 车 o:A 一 B 为 同 构 , 则 有 rt:B 一 A 使 or 
二 了 ,to 二 了 4. 注意 到 对 Yh,gE€Hom(B,C), 若 有 ho = go ,两 端 
右 合 成 于 r 则 得 

h(aor)=g(or) 
即 hIs = gls, 故 h=g. 于 是 o 为 满 同 态 .类 似 地 ,可 证 o 为 单 态 
射 . 口 

注 7 定理 1 工 之 闭 不 真 .这 由 下 例 即 知 . 

例 3 在 Top( 拓 扑 空间 范畴 ) 中 取 X = RR ( 带 离 训 拓扑 的 实数 
集 ),X = 了 及 ( 带 通常 的 绝对 值 给 出 的 拓扑 ). 令 c:zr>= 工 = 工 , 则 
o :XX 一 XX 为 连续 映射 ( 开 集 的 原 象 仍 为 开 集 ) ,因此 cE Hom(X， 
X-“), 且 为 满 . 单 态 射 .但 'z 不 是 Top 中 的 同 构 . 因 为 其 逆 态 射 不 存 
在 ([0,1 在 X 中 为 开 集 , 它 对 o 之 道 映射 的 原 象 仍 为 [0,1]j, 但 
[0 ,1 在 X 中 不 是 开 集 ). 

由 定理 1 与 此 例 知 ,在 一 般 范畴 中， 

f 为 同 构 ( 态 射 ) 人 过 f 为 满 . 单 态 射 . 
注 8 容易 证 明 : 在 S .AG、G 、s2 诸 范 畴 中 ， 
f 为 单 态 射 仿 f 为 单 映 射 ( 同 态 ) 
三 为 满 态 射 铺 三 为 满 映射 ( 同 态 ) 
(对 这 些 范畴 , 单 、 满 映射 ( 同 态 ) 的 定义 如 常 , 即 对 F:A 一 忆 , 若 
YVz 天 yEA,Fz) 天 Fy), 则 称 f 为 单 映 射 ( 同 态 ). 若 V5EB 
都 3a€E A 使 f(a)=56, 则 称 f 为 满 映射 ( 同 态 )). 
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值得 注意 的 是 ,在 有 些 范畴 中 ,并 不 完全 如 此 . 比如 在 环 范畴 
Ring 中 ， 

于 为 单 态 射 合 f 为 单 同 态 
三 为 满 态 射 之 f 为 满 同 态 
为 说 明 这 里 的 “> ,给 出 一 个 具体 例子 即 可 . 

例 4 考察 整数 环 Z 有 有理数 域 ( 环 )Q 与 实数 域 ( 环 ) 了 及 . 设 三 : 
Z>>Q 为 姐 人 映射 .显然 f 为 环 的 ( 单 ) 同 态 ,但 不 是 满 同 态 . 由 于 
对 任意 的 环 同 态 g, 户 :Q -> 有 分别 由 限制 同 态 g |z ,h|z 唯一 确 
定 .由 此 ,gf= hf 时 必 有 g=h, 即 f 为 满 态 射 .这 说 明 f 为 Ring 
的 满 态 射 但 非 ( 环 的 ) 满 同 态 . 

注意 这 个 f 是 Ring 的 满 . 单 态 射 ,但 不 是 环 对 象 间 的 同 构 . 这 
又 一 次 地 说 明定 理 1 之 逆 不 真 . 

有 了 定义 满 . 单 态 射 的 经 验 ( 主 要 是 “箭头 改 号 ”) ,我 们 可 以 较 
容易 地 介绍 反 范 畴 与 对 偶 原 理 . 

定义 3 设 %,% "为 两 个 范畴 ,它们 满足 如 下 条 件 : 

(i) ObE=Ob%", 当 A ,B,C,…Ob% 作 为 % “中 的 对 象 时 ， 
分 别 记 为 A*,B",C",…; 

(ii) Home(A,B)=Home.(B',A'),% 中 的 A 一 >B 即 多 中 


的 A*<-B"( 反 转 稍 头 ); 
(iii) 名 中 的 交换 图 . 


即 4 "中 的 交换 图 . 
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印 


Or 一 (zi) 
则 称 8 "为 的 反 范畴 (opposite category) ,也 称 8 "为 《的 逆 范 畴 
或 对 偶 范 畴 (dual category). 
容易 看 出 :.(8")"=%% 且 中 的 交换 图 经 "对象 、 态 射 加 图 , 反 
转 箭 头 "后 即 得 “中 相应 的 交换 图 . 
有 反 范 畴 的 重要 性 主要 在 于 它 提供 了 如 下 的 对 偶 原 理 (duality 


principle) : 

设 S 为 一 句 对 与 8" 都 有 意义 的 陈述 (说 明 概 念 ,提出 命题 
等 ),S(%),S(《8") 分 别 为 S 在 8, 名 中 的 具体 体现 .将 S(%8') 经 
“%@ "中 对 象 与 态 射 去 掉 圈 ”。 ,多 中 对 象 与 态 射 加 图 “。’ ,并 反 转 箭 
头 ” 后 所 得 的 陈述 记 为 S"(G@) .我 们 称 S"(%) 为 S(%) 的 对 偶 陈 述 . 

由 此 可 产生 对 偶 概念 (如 单 态 射 与 满 态 射 为 对 偶 概念 )、 对 侦 
命题 对偶 方 法 等 . 常 称 此 为 对 偶 原 理 . 它 主要 有 如 下 的 两 个 作用 : 

(1) 着 S(%) 与 S(%") 都 是 成 立 的 定理 , 则 S" (的 与 SG ) 
也 是 成 立 的 定理 ,无 需 再 证 . 常 能 “ 举 一 反 二 ”. 

事实 上 ,由 S(8') 与 S$"(%) 等 价 知 S 9) 成 立 , 由 S(%) 与 
S"(%") 等 价 知 S'(%') 成 立 ( 将 “看 作 %“). 

(2) 有 了 乡 中 的 定理 S 常 可 启发 我 们 得 出 中 的 定理 S"( 比 
如 检查 S 的 证 明 ,看 看 经 对 偶 翻 译 后 是 否 仍 有 效 或 另 用 它 法 去 
证 .在 对 偶 翻 译 证 明 有 效 时 , S "的 证 明 不 必 写 出 ,指出 “对 偶 地 可 
证 即 可 ). 同样 地 由 一 个 概念 可 引出 一 个 对 偶 概 念 . 
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以 处 理 下 述 定义 作 例 . 
定义 4 设 % 为 范畴 .大 IEOb% 满足 
[Homs(I,A)|=1, VAEOb® 
则 称 工 为 多 的 一 个 始 对 象 (initial object) ,这 里 |1X| 表 示 集 合 X 的 
元 素数 或 基数 . 

令 S( 呈 为 定义 4,S(G ") 为 多 "中 始 对 象 的 定义 , 即 “ 若 厂 和 E 
Ob% "满足 |Homs. (1*,A")|=1,Y A EOb% “, 则 称 1 为 8 "的 一 
个 始 对 象 ”. 注意 到 

Homs: (1°,A’)=Homs(A,I) 
经 对 偶 翻 译 即 得 S"(%) ,这 就 得 到 一 个 对 偶 定 义 . 今 后 对 于 对 偶 定 
义 、 对 偶 定理 (命题 ) 采 用 相同 的 编号 ,但 其 中 之 一 的 编号 数码 的 右 
上 角 加 “。”, 以 便于 读者 对 照 . 
定义 4 设 % 为 范畴 .车 IEOb% 满足 
[Homs(A,I)|=1, VAEOb® 
则 称 为 8 的 一 个 终 对 象 (terminal object). 

车 Z 同时 为 多 中 的 始 对 象 与 终 对 象 , 则 称 Z 为 《的 一 个 零 对 
象 (null object). _ 

这 样 ,我 们 就 得 到 一 对 对 偶 概 念 ( 始 对 象 与 终 对 象 ) 以 及 一 个 
自 对 偶 的 概念 ( 零 对 象 ). 

再 来 看 几 个 例子 . 

例 5 . 

S ( 集 范 畴 ) 无 始 对 象 与 零 对 象 ,有 1 个 终 对 象 (单元 集 ); 

N ( 正 整 数 集 以 “整除 "作为 “ 委 ”, 用 例 2 的 方法 给 出 的 范畴 ) 
有 1 个 始 对 象 ,无 终 对 象 ,因此 也 无 零 对 象 

N "有 工 个 终 对 象 ,无 始 对 象 ,因此 也 无 零 对 象 ; 

G ( 群 范畴 ) 有 1 个 始 对 象 ,1 个 终 对 象 与 1 个 零 对 象 , 即 单位 
元 群 . 
对 下 图 给 出 的 范畴 (点 表 对 象 ,箭头 表态 射 , 箭 头 全 体 即 态 射 
全 体 ,但 省 去 各 对 象 到 自身 的 恒 等 态 射 ) : 
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八 信 A 人 


GC G, G, 


四 ”pm 


CG 


%1 无 始 对 象 、 终 对 象 ,因此 无 零 对 象 ; 
% 有 工 个 始 对 象 ,1 个 终 对 象 ,但 无 零 对 象 ; 
% 有 2 个 始 对 象 , 1 个 终 对 象 ,但 无 零 对 象 ; 
%@= 二 3 有 2 个 终 对 象 ,1 个 始 对 象 , 但 无 零 对 象 ; 
%; 有 3 个 始 对 象 ,3 个 终 对 象 ,3 个 零 对 象 , 即 , 它 的 一 切 对 象 
都 是 零 对 象 . 
由 上 面 的 例子 (如 络 ) 可 以 看 出 :一 个 范畴 中 的 始 对 象 、 终 对 
象 以 及 零 对象 都 可 能 不 是 唯一 的 .因此 ,自然 要 问 : 这 些 不 同 的 始 
对 象 ( 终 对 象 , 零 对 象 ) 间 有 何 关 系 ? 为 了 研究 这 个 问题 .我 们 设 
了 ,了 了 都 是 范畴 各 中 的 始 对 象 . 则 由 始 对 象 定义 知 
[Hom(T,T)|= |Hom(T,T)|= TFHom(T ,7)|=|Hom(T ,7)|=1 
于 是 可 令 
Hom(T’,T)= {zrr}, Hom(T,T )= {zrr | 
Hom(I’,T)= {zr},Hom(T,I)= {zr| 
由 范畴 的 定义 知 , 必 有 如 下 的 交换 图 : 
即 


Trrirr 一 Zr( 由 四 交换 ) 
ZrrzZrr 三 Zr 由 多 交换 ) 

故 可 断言 工 , 工 是 同 构 的 (注意 zr ,zr 都 是 恒 等 态 射 ). 对 偶 地 ( 注 
意 , 上 述 证 明 对 8 “也 有 效 ,但 %“ 的 始 对 象 即 的 终 对 象 ) 知 ,% 中 
的 终 对 象 如 存在 ,也 都 是 同 构 的 ,当然 零 对 象 ( 首 先是 始 对 象 ,也 是 
终 对 象 ) 也 有 这 个 性 质 .于 是 我 们 证 明了 : 

定理 2 任意 范畴 %% 中 的 始 对 象 ( 终 对 和 象 、 零 对 象 ) 如 存在 ,在 
同 构 意义 下 必 是 唯一 的 . 

比如 在 实 线性 空间 范畴 中 有 无 穷 多 个 零 对 象 (比如 [0,1j 上 的 
零 函 数组 成 的 实 线性 空间 ,2” 元 零 疝 量 组 成 的 实 线 性 空间 ,n= 1， 
2,3,… ,都 是 实 线性 空间 范畴 中 的 零 对 象 ) ,它们 都 是 同 构 的 ,通常 
可 用 同一 个 记号 ”O 来 表示 . 

注 9 由 上 诸 例 可 看 出 : 

S(%@) 为 成 立 的 命题 > S"(%) 为 成 立 的 命题 . 

因为 在 S( 成 立时 ,S(%8") 未 必 成 立 .比如 ,“S 中 存在 终 对 
象 成 立 ,但 S 中 存在 终 对 象 并 不 成 立 .因此 S 中 存在 始 对 象 ” 
不 成 立 . 

仿 定理 2 的 证 明 以 及 上 例 中 的 % 构 作 ,对 任 一 个 正 整数 ”， 
我 们 都 可 构 作 一 个 由 2 个 对 象 A, ,A,,…,A, 组 成 的 范畴 ,使 得 
这 些 对 象 都 是 此 范畴 的 零 对 象 ( 始 对 象 、 终 对 象 ). 事 实 上 ,这 只 要 
将 每 一 个 态 射 集 都 取 成 单元 集 . 比如 取 
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Hom(A;,A;)= I 
Hom(A,,A,)= {z;| | 
即 可 . / 
有 了 零 对 象 的 概念 后 ,我 们 很 自然 地 希望 建立 零 态 射 的 概念 ， 
在 零 对 象 不 唯一 时 ,当然 希望 零 态 射 概 念 的 建立 不 受 影 响 .为 此 让 
我 们 分 析 一 下 实 线性 空间 A,B 间 零 同 态 ( 零 态 射 ) 的 含意 . 事实 
上 ,A,B 间 的 零 同 态 0 是 两 个 同 态 的 合成 : 


A SO SB,p 0 =000, 
其 中 O 为 B 中 零 元 素 组 成 的 实 线性 空间 ,由 于 0so ,00g 都 是 唯一 
确定 的 ,0 也 是 唯一 确定 的 ， 

对 于 一 般 有 零 对 象 的 范畴 @, 我 们 自然 地 可 以 照搬 这 个 过 程 . 
即 取 中 的 一 个 零 对 象 Z, 对 于 对 象 A,B, 由 于 Hom(Z,B) 与 
Hom( A ,Z) 都 只 有 一 个 元 素 ( 分 别 记 为 0 ,0mz), 它 们 的 合成 是 
唯一 确定 的 ,因此 , 取 定 2Z 后 ， 

0 =0zm04z 
是 唯一 确定 的 .但 作为 Hom(A,B) 中 零 态 射 的 定义 还 需 推 究 一 
下 :如 换 Z 为 另 一 个 零 对 象 Z 是 否 有 
0zn0sz =0zp04z 
能 证 出 这 一 点 ,才能 保证 这 种 定义 是 完全 确定 的 . 

事实 上 ,下 图 中 用 实 箭头 表示 的 各 态 射 都 是 相应 态 射 集 的 唯 

一 元 素 . 因 此 下 图 一 定 是 交换 图 . 
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用 此 图 的 交换 性 与 态 射 合成 的 结合 性 ,并 注意 
ZzzZzz = lz 
则 得 
0z0uz = (0z prz ) (zzz0az') 
=0zp(rzr7z )0az: 
=0zaJz0uz 
=0720，， 
于 是 ,我们 已 证 得 如 下 定理， 
定理 3 设 范 畴 中 有 零 对 象 .Z 为 8 的 任 一 个 零 对 象 ,A,B 
为 8 中 任意 的 两 个 对 象 ,0hz ,0x 分 别 为 Hom(A,2Z),Hom(2Z,B) 
中 的 唯一 元 素 , 则 0zs0az 由 A,B 唯一 确定 而 与 Z 的 选取 无 关 . 
以 0 或 0 记 0z0sz , 且 称 之 为 由 A 到 B( 或 Hom(A,B) 中 
的 ) 零 态 射 (zero morphism ) . 
我 们 可 将 定理 3 更 明确 地 写成 如 下 形式 . 
推论 1 设 范畴 多 有 零 对 象 ,A ,BEOb%, 则 Hom(A,B) 中 存 
在 唯一 的 零 态 射 . 
今后 为 简便 起 见 ,在 不 致 混 消 的 情况 下 ,对 不 同 态 射 集 中 的 零 
态 射 (如 Hom(A,B) 中 的 零 态 射 ,Hom(C,D) 中 的 零 态 射 ,… ) 都 
统称 为 零 态 射 ,并且 都 记 成 “0”. 这样, 我 们 就 可 叙述 如 下 推论 . 
推论 2 设 范畴 有 零 对 象 , fE Hom(A,B),g€ Hom(B,， 
C), 且 f=0 或 g=0, 则 gf=0. 
证 不 失 一 般 地 可 令 f=0,2 为 零 对 象 , 则 
gf=g(0z0nz)=(g0z)04z 
注意 
g0zn E Hom(Z,C)= {0x| 
因此 
gf =0x0nz =04c 
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即 gf=0. 口 
建议 读者 从 下 图 中 加 ,@ 网 孔 以 及 外 三 角形 图 的 交换 性 推出 
网 孔 @ 的 交换 性 ,从 而 掌握 一 个 证 明 推 论 2 的 直观 的 交换 图 法 . 


注 10 推论 2 之 逆 不 成 立 , 即 对 有 零 对 象 的 范 上 国 , 非 零 态 射 
中 可 能 有 零 因子 . 

例 6 在 加 法 Abel 群 范畴 AG 中 ,考察 非 平 凡 群 B 与 B 的 非 
平凡 真子 群 A. 令 f:A > B, 使 f(a)=a,VaE€EA, 则 f 尖 0. 再 
取 

g:B—> B/A 
为 标准 同 态 . 当然 g 天 0. 但 
gf(a)=g(a)=0(B/A 中 的 零 元 素 ) ,YaEA 
因此 gf=0. 这 里 的 非 零 态 射 g,j 太 都 是 零 因子 . 


习 题 1.1 


1. 试 给 出 一 个 由 五 个 对 象 组 成 对 象 类 的 范畴 @, 使 多 恰 有 一 个 始 对 象 ， 
一 个 终 对 象 ,但 无 零 对 象 . 

2. 证 明 : 在 任意 范畴 中 ,对 态 射 而 言 , 者 fg 为 满 态 射 , 则 三 为 满 态 射 ; 
若 gf 为 单 态 射 , 则 了 为 单 态 射 . 

3. 对 群 范畴 G ,证 明 : 单 态 射 与 单 同 态 是 等 价 概 念 , 满 态 射 与 满 同 态 也 
是 等 价 概 念 . 
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$2 函 子 与 自然 变换 


晒 子 是 研究 两 个 范畴 间 的 关系 或 同一 范畴 内 在 联系 的 一 种 重 
要 工具 ,在 范畴 论 中 占有 重要 的 位 置 .在 一 定 程 度 上 , 郴 子 起 着 沟 
通 不 同学 科 或 不 同 问题 的 作用 .在 同调 代数 中 ,后 面 将 要 介绍 的 郴 
子 Hom 与 @@, 以 及 它们 的 导出 函 子 Ext、Tor 是 应 用 最 广 的 工具 . 
粗略 地 讲 , 两 范畴 (可 以 是 同一 范畴 ) 间 的 函 子 是 对 象 间 及 态 射 间 
的 一 种 对 应 ,这 种 对 应 保持 着 相应 态 射 的 合成 以 及 恒 等 态 射 的 对 
应 ,可 以 看 成 是 两 范畴 间 的 “ 同 态 . 函 子 的 精确 定义 如 下 . 

定义 1 设 %,9 为 两 个 范畴 ,者 下 :@>9 满足 如 下 条 件 : 

Fi:YVAEObSE,F(A)EObYV:; 

F,: VY AEObE, F(T )= CA 

Fs3: VoEHome(A,B),F(o)EHomo( F(A),F(B)); 

F: VoEHoms(A,B),rEHoms(B,C), 

F(trw)=F(rt)F(o) 
则 称 下 为 从 到 9 的 一 个 共 变 了 沙子 (covariant functor). 

若 下 满足 Fl,F; 以 及 

F's: VoEHome(A,B),F(o)EHomo(F(B), F(A)); 

F',:YVoEHom(A,B),rEHom(B,C), 

F(ro)=F(o)F(rz) 
则 称 下 为 从 名 到 9 的 一 个 反 变 炒 子 (contravariant functor). 
- 上述 定义 可 图 示 如 下 页 . 

由 下 页 图 可 看 出 : 共 变 洋子 与 反 变 函 子 是 对 侦 概 念 .在 只 所 
“沙子 ”时 , 常 指 “ 共 变 函 子 ” 与 “ 反 变 函 子 ”的 总 称 .但 有 些 文献 中 ， 
“孙子 ” 却 是 “ 共 变 函 子 ” 的 简称 . 

显然 ,上 节 中 。:%@>%8《(% 的 反 范 畴 ) 即 为 一 个 反 变 浮子 .这 个 
函 子 使 8 中 不 同 的 态 射 变 成 不 同 的 态 射 .更 一 般 地 ,我 们 给 出 如 
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Fl(ro) 


F(A) 一 一 人 (人 C) 


\ /3 基站 RR 了 FR FC) F(z) 


F(B) 
钨 中 

J 

Fl(ro) 


F(A —————— F(C) 


人 \ A 


2 


下 定义 . 

定义 2 设 F:G=9 为 共 变 ( 反 变 ) 函 子 . 若 对 任意 的 A,BE 
Ob% 以 及 任意 的 o,o EHoms(A,B), 在 o 关 o 时 必 有 F(o) 沽 
F(a ), 则 称 下 为 忠实 孙子 (faithful functor). 否则 称 下 为 不 忠实 
函 子 注意 函 子 的 忠实 性 是 对 态 射 而 言 的 : 

如 果 下 :@>%@ 使 F(A)=A,YAEObG, 目 F(o)=o 对 任意 
的 中 态 射 成 立 , 则 下 称 为 恒 等 { 单 位 ) 尔 子 (identity functor). 容 
易 看 出 , 恒 等 函 子 是 忠实 函 子 . 

在 范畴 论 的 应 用 中 ,特别 是 在 同调 代数 中 ,最 感 兴趣 的 是 所 谓 
“具体 范畴 ”( concrete category). 通常 认为 : 若 范畴 多 的 对 象 都 是 
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集合 , 且 态 射 首先 是 集 映射 , 则 & 为 具体 范畴 . 对 这 种 范畴 中 任 
意 的 对 象 A ,以 u(A) 表 示 A 的 基础 集 ( 即 将 A 只 看 作 和 集合 ). 于 
是 

Homs(A,B)CHoms (u(A),u(B)), YA,BEObE 
且 I = La) .容易 看 出 ,wu :>S 也 是 一 个 共 变 的 忠实 函 子 .于 是 ， 
更 一 般 地 ,车 有 从 范畴 多 到 S 的 忠实 函 子 下 :>S , 则 称 9 为 一 个 
具体 范畴 . 

当 具 体 范畴 的 对 象 都 具有 某 些 结构 时 ,比如 拓扑 群 范畴 TG 
中 的 对 象 都 有 拓扑 结构 与 群 结构 ,上 述 的 x 起 着 “忘却 % 中 对 象 
的 结构 ,只 看 作 和 集合 , 态 射 也 只 看 作 集 映射 "的 作用 , 特 称 为 忘却 枫 
子 (forgetful functor) .有 时 ,将 忘却 部 分 结构 的 函 子 称 为 部 分 忘却 
钞 子 . 比如 忘却 拓扑 群 的 拓扑 结构 ,只 注意 群 结构 , 则 得 TG 到 G 
的 部 分 忘却 函 子 . 

下 面 再 举 几 个 关于 函 子 的 例子 . 

例 1 对 任 一 拓扑 空间 X( 即 XETop 或 记 为 XEObTop)， 
记 C(X) 为 X 上 的 实 ( 复 ) 连 续 函 数 环 ( 环 运算 由 函数 的 加 法 、 乘 
法 定义 ). 对 任意 的 X,YETop 及 rEHomrn(X,Y) ,定义 C:X 
-~C(X),C:rr= Cr), 其 中 

C(tr)(f)=frEC(X), VfEC(Y) 

即 对 任意 的 JE C(Y),C(rt)( 有 有 ) 使 下 图 成 为 一 个 交换 图 . 


T 


X 
| 
| 
| 


Y 


C(t)(f)=fr 
及 


容易 看 出 ,C:Top 一 Ring 为 反 变 孙子 . 
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例 2 对 任 一 群 G, 记 NN 为 G 的 换 位 子 群 ( 即 由 一 切换 位 子 
[z,y] 生 成 的 子 群 ), 则 NN 为 G 的 正规 子 群 , 且 G~=GI/N 为 Abel 
群 , 称 为 G 的 Abel 化 .容易 验 知 ,ab:G 一 AG 为 共 变 函 子 . 

例 3， 设 % 为 任 一 范畴 ,固定 AEOb%, 定 义 

F(B)=Homs(A,B), VBEOb® 
若 rE€Homw(B,B'), 则 定义 
F(t):Hom(A,B)—Homs(A,B’) 
使 下 (r):cr= ro,YoEHoms(A,B), 常 记 F(r)=r, ,注意 ， 
Fr)EHomns (Homs (A,B),Homs(A,B’))! F(z) 的 定义 也 可 
用 下 面 的 交换 图 表示 : 
B C B' 
p 4 
pA 


pd 
p Tx(0)=F(r)(o)=ro 


Oo 


4 一 


可 以 看 出 ,下 = Homs(A ,一 ):@>S 为 共 变 苯 子 . 

这 样 ,对 任意 范畴 8 与 AEOb%, 我 们 都 可 得 到 多 到 S 的 一 个 
共 变 函 子 .由 此 可 看 出 郴 子 在 范畴 论 中 的 重要 地 位 . 比如 当 5 多 
=R 听 时 ,Homs(A,B)EAG, 玉 可 反映 出 A 的 一 些 性 质 . 

对 偶 于 此 例 ,我 们 有 如 下 的 例子 . 

例 4 设 乡 为 任 一 范畴 ,固定 AEOb%, 定 义 

F(B)=Homs(B,A),Y BEOb® 
若 rE Homs(B,B ); 则 定义 
F(t):Homs(B’,A)—Homs(B,A) 
使 F(r):cr=”=aor, YaoEHoms(B ,A), 常 记 F(r)=r*.F(r) 的 
定义 也 可 表 如 下 面 的 交换 图 : . 
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由 此 可 看 出 ,下 = Home( 一 ,A):G>S 对 任意 的 AEObG 都 给 多 
到 S 的 一 个 反 变 孙子 .此 例 事 实 上 概括 了 例 1( 取 这 里 的 A=R，,o 
= /f). 

建议 读者 思考 一 下 :能 否 将 上 述 的 Homs(A, 一 ) 定 义 成 到 
S 的 反 变 函 子 ? 能 否 将 Homse (一, A ) 定 义 成 8 到 S 的 共 变 函 子 ? 
为 什么 ? z 

例 S5 设 LSxk 为 域 K 上 的 线性 空间 范畴 (ObLSk 为 K 上 全 体 
线性 空间 , 态 射 为 K -线性 上 映射 ) , 则 任意 的 VEObLS: 都 有 对 偶 
( 共 罗 ) 空 间 V"=Homx (V ,KK), 注 意 到 KEObLSk (dimK =1) 与 
例 4 同 理 知 ( 取 A = K)， 

x 三 Homx (—, K):L Sk—L Sx 

为 反 变 函 子 . 

今后 ,我 们 最 感 兴趣 的 范畴 是 ( 左 )R -模范 畴 4 骂 , 特 别 是 
( 即 AG:! ) ,或 者 更 一 般 地 说 ,是 概括 它们 的 如 下 一 类 范畴 . 

定义 3 设 有 零 对 象 范畴 % 中 ,对 一 切 A, BE Ob%, Homs 
(A,B)EObAG( 对 加 法 ) 且 态 射 合成 与 加 法 满足 分 配 律 . 即 ,在 可 
合成 与 可 加 的 情况 下 ,有 

(ri 十 tr2) (01 + 02 ) 一 rl10l 十 Frl02 十 r20l1 十 T202 

则 称 多 为 预 加 法 范畴 (pre 一 additive category). 

对 预 加 法 范畴 可 定义 一 类 常用 的 函 子 一 一 加 法 孙子 . 
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定义 4 设 纪 9 都 是 预 加 法 范畴 . 知 函 子 ( 共 变 或 反 变 )F;% 
一 9 满足 
F(f+g)=F(f)+F(g), Vf,gE€Home(A,B) 
即 
F:Home(A,B)—>Homo(F(A),F(B)) 
(或 Homs(A,B) 一 Homo(F(B),F(A))) 
为 Abel 群 同 态 , 则 称 下 为 加 法 (性 ) 尔 子 (additive functor). 

容易 看 出 ,对 ke 观 用 例 3, 例 4 中 的 方法 给 出 的 Homx (A ,一 ) 
与 Homn (一 , A ) 都 是 加 法 沙子 (注意 k 园 ,z 观 当然 为 预 加 法 范 
畴 ) ,它们 分 别 为 共 变 加 法 孙子 与 反 变 加 法 函 子 .这 里 简化 记号 
Homex 意 指 Hom。 吸 . 

下 面 来 介绍 函 子 间 的 关系 一 一 自然 变换 与 自然 等 价 .事实 上 ， 
范畴 论 的 历史 就 源 于 函 子 提 自 然 等 价 的 研究 .读者 可 参看 范畴 论 
的 第 一 篇 论文 [EM,45](S. Eilenberg 与 S. MacLane 的 论文 《自然 
等 价 的 一 般 理 论 》). 

.“” 设 .%,9 为 两 个 范畴 .在 通常 的 情况 下 ,从 % 到 2 有 很 多 琐 子 . 
研究 这 些 函 子 之 间 的 关系 与 分 类 无 疑 是 至 关 重 要 的 . 由 前 我 们 已 
可 看 出 两 个 事实 :一 是 交换 图 可 带 来 丰富 的 信息 ;二 是 从 用 到 9 


F(c) 


的 函 子 下 将 名 中 态 射 (箭头 )A 一 >B 变 成 F(A) 一 汪 F(B)(FE 为 


Fl(o) 


共 变 函 子 时 ) 或 F(A)<F(B)(F 为 反 变 函 子 时 ) ,而 且 将 G 中 
的 任意 交换 图 变 成 9 中 的 交换 图 .为 了 获取 更 多 的 信息 ,很 自然 
地 会 要 求 这 些 对 应 的 态 射 之 间 及 交换 图 之 他 有 某 种 联系 . 以 奏章 
为 例 ; 设 下 ,G:G>9 为 两 个 共 变 函 字 ,我 们 要 求 有 一 种 变换 上 : 

一 G ,落实 到 任意 的 XEOb%6; 有 tx :F(X) 一 G(X)(9 的 下 册 ) 


使 对 弓 中 的 任意 态 射 A—>B ,有 如 下 的 交换 图 
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F(A) — Lr) p(B) 


一 > ta ts 
G G(o) 


C(4) G(B) 


这 样 就 可 给 出 下 ,G 的 一 些 具体 的 关系 .如 果 又 有 G 到 下 的 这 种 
变换 s 使 sz ,zs 都 是 “ 恒 等 变 换 ”, 则 下 ,G 本 质 上 是 等 价 的 ,由 此 可 
将 由 % 到 9 的 函 子 分 成 等 价 类 进行 研究 与 应 用 . 

再 换 一 个 角度 , 令 下 :>9,G:9->% 都 是 共 变 函 子 ,如 果 FG 
二 1s (9 到 9 的 恒 等 函 子 ); 且 .GF 二 Ts (% 到 % 的 恒 等 函 子 ), 这 里 
“全 "表示 上 段 意义 下 的 等 价 . 则 大 量 的 事实 可 说 明 :@ 与 9 有 许多 
相同 的 性 质 .这 又 给 出 了 范畴 分 类 研究 的 依据 . 

值得 注意 的 是 ,上 面 的 要 求 在 许多 情况 下 是 达 不 到 的 ( 见 下 
例 ). 也 正 因为 如 此 ,更 加 大 了 研究 上 述 想法 的 意义 . 

例 6 设 开 为 一 个 域 , V 为 K 上 的 一 个 线性 空间 ,V” = 
Homx(V,K) 为 V 的 对 偶 空间 .我 们 已 知道 (参见 例 4、 例 5) * 为 
LSx 到 自身 的 反 变 函 子 .尽管 当 dimxV< co 时 V 全 V”, 但 恒 等 函 
子 I 与 * 间 也 找 不 到 上 面 要 求 的 变换 (即使 不 计较 I(A)= A 


I(o)=0o 


1(B)=B 与 4* < 一 B* 箭头 的 反 向 ). 比如 取 天 使 | 天 | 
>3( 于 是 必 有 cEK 使 c* 头 1,c 关 0); 取 V 为 以 {el} 为 基 的 1 维 
线性 空间 .此 时 ， 


dimx V = dimx V=1 


于 是 必 有 人 的 基 {e!| 使 et(el)=1. 令 VV 一 >V 使 a(ei)= cei， 
c 六 1,c 关 0,cEK. 如 果 了 I 到 x* 有 上面 讲 的 那 种 变换 1, 则 用 于 
1(V)= VV” ,一 定 是 一 个 K 一 线性 映射 sy. 因 此 可 令 ty (ei) 
= be ,bEK( 对 不 平凡 的 1 ,当然 可 要 求 5 了 0). 为 说 明 z 不 存在 ， 
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只 需 验证 下 图 一 定 不 是 交换 图 ， 


V ww VV 
ty | 


a tva(el) 天 tvr(el) 
注意 两 边 都 是 V' 中 的 元 素 , 即 V 到 外 的 线性 函数 , 欲 证 两 边 不 
等 ,只 需 将 两 边 作 用 于 ei ,比较 所 得 的 KK 值 即 可 .事实 上 ， 
a tva(e1)(e1)=a’ tv(cei)(e1) 
=ca’ tv(e1)(e1)=ca’ ber(e1) 
= cha” (e )(e1)Bi be ale1) 


=c’be'(e1)=c°6 
但 
tv(e1)(e1)= be' (es)=6 

由 56 关 0,c 天 1 即 知 二 者 不 等 .于 是 想 找 了 到 * (或 * 到 了) 的 这 种 
变换 是 办 不 到 的 (除非 是 平凡 的 ). 因 此 ,尽管 * 保持 着 有 限 维 线性 
空间 的 维 数 ,但 不 是 我 们 理想 中 的 好 函 子 .现在 ,我 们 将 * 加 工 一 
下 ,希望 能 得 出 理想 中 的 沙子 .下 面 对 域 K 不 再 作 任 何 限制 . 

令 V”=(V’')" =Homx(V',K), 称 为 V 的 二 重 对 偶 空 
间 . 由 于 * 为 反 变 函 子 , ** 为 * 作 用 两 次 ,因此 x*x 成 为 LSk 到 自 
身 的 一 个 共 变 函 子 . 

注意 对 任意 的 XE ObLSx 的 任意 元 素 z 都 有 一 个 z” 使 对 
任意 的 vEX ”=Homx(X , 开 ) 有 

rx"(y)=y(r)EK (1) 
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于 是 
rT (yt+z)=(y+z)(z)=y(z)+z(zx) 
=zx"" (y)+zx"" (z) 
rx (ky)=(ky)(z)= ky(z)=Rkr” (y), Vy,zZEX* ,REG 天 
因此 xz” EX .现在 由 
tx(T)=zx"", VrEX (2) 
定义 KK 一 线性 映射 zx :X->XX"”, 则 有 
tx(XT)(y)=zx (yy (7), VyE€EX” (3) 


下 面 来 证 下 图 
IW2v OE vo) 


人 
， ty VY VV, EObLSk« 
v fE€ Homx(V ,V1) 


V"** Vi 


为 交换 图 .这样 := {zx | XE ObLSx | 即 为 欲求 的 从 函 子 了 到 xx 
的 变换 .显然 地 ,这 归于 证 明 :ftv(v) 与 tw 了 (vw) 作 为 V” 的 
元 素 对 任何 g, E€ V， 的 作用 都 得 到 K 中 的 同一 元 素 , 其 中 v€EV 
为 任意 元 素 . 
事实 上 , 记 f(v)= wi,YvEV, 我 们 有 

(f° tv(v))(g1)y Df (v*” )(gi) 

me ff (g1)=v (f° (gi1)) 
(f° (g1))(v) Raf(v)= g1(v1) 


f° (gEV” 
再 用 (1) 


tv f(v)(g1)= tv, (vi)(g1)y 81(v01) 
因此 上 图 是 交换 图 . 
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我 们 称 这 个 上 为 LSx 到 自身 的 两 个 函 子 工 恒 等 图 子 )、** 间 
的 自然 变换 ,更 一 般 地 ,我 们 给 出 如 下 的 定义 . 

定义 5 设 %,9 为 两 个 范畴 ,E, 下 :%->3 为 两 个 共 变 函 子 . 若 
有 := {ti:E(A) 一 F(A)|YAEOb6,zs 为 9 中 的 态 射 ,使 对 反 
中 任意 的 态 射 f;:A 一 A| 都 有 9 中 的 交换 图 


E 
ECA) E(A.) 


F(A) FD F(A) 


则 称 :EE 一 下 为 函 子 间 的 一 个 自然 变换 (natural transformation)， 
记 为 


E—>F 

(箭头 上 的 1 有 时 可 省 去 ). 

对 两 个 反 变 孙子 可 类 似 地 定义 它们 之 间 的 自然 变换 .但 出 于 
应 用 价值 的 考虑 ,我 们 不 讨论 共 变 函 子 与 反 变 函 子 间 的 (或 反 变 函 
子 与 共 变 函 子 之 间 的 ) 自 然 变换 .、 

定义 6 着 定义 5 中 的 :使 对 任何 AE€Ob%, ts 都 是 9 中 的 
同 构 (等 价 ), 则 称 五 ,下 为 自然 等 价 的 ,上 称 为 E 到 下 的 一 个 自然 
等 价 (natural equivalence) , 常 记 为 EF. 

显然 ,自然 等 价 是 孙子 间 的 一 种 等 价 关系 .可 据 此 分 别 将 多 
到 9 的 共 变 函 子 、 反 变 肾 子 分 成 自然 等 价 类 进行 研究 . 


例 6 说 明 :作为 LSx 到 自身 的 共 变 函 子 [，x* ,有 [一 > **. 


但 二 者 并 非 自 然 等 价 . 因为 当 dimkV = co 时 Y 与 V" 并 不 同 构 . 
今后 我 们 会 磁 到 许多 重要 的 自然 等 价 隧 子 对 ,它们 对 相关 范畴 的 
研究 起 着 重要 的 作用 . 
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考察 相应 的 交换 图 ,显然 可 得 如 下 结果 . 

定理 1 设 FF,F,G:%>9 辣 为 范畴 必 到 9 的 共 变 函 子 或 同 
为 到 9 的 反 变 函 子 . 

中 车 E 一 >F,F 一 >G, 则 E 一 >G; 

(ii) 若 E>F,F>G, 则 E,F,G 中 任意 两 个 都 是 日 然 等 价 
的 . 

利用 函 子 的 自然 等 价 还 可 将 范畴 进行 等 价 分 类 .为 此 ,下 面 再 
给 出 范畴 等 价 的 定义 . 

定义 7 设 约 ,9 为 两 个 范畴 , 且 有 两 个 共 变 函 子 FF:>9 与 
G:9> 史 使 

Tc 全 Jo， CF 宇 Je， 
则 称 下 为 到 29. 的 一 个 等 价 函 子 (equivalent functor),G 称 为 下 
的 逆 等 价 函 子 (inverse equivalent functor) ,并 称 必 与 9 为 等 价 范畴 
(equivalent categories ) . 

者 上 述 的 全 改 为 = , 则 称 下 为 《到 9 的 同 构 ,G 为 下 的 
逆 同 构 , 并 称 多 与 9 为 同 构 范畴 (isomorphic categories) , 记 为 8 二 
9.% 与 9 等 价 时 则 记 为 6 和 9. 

显然 有 

定理 2 设 %,9,6 都 是 范畴 . 

(i) 车 69, 则 9~%; - 

.车 9 且 96, 则 C6，; 
(iD 若 9, 则 9 二-%; 
若 9 926, 则 二 8， 
GE | 
(证 ) 若 % 二 9, 则 @ 二 9, 但 反 过 来 未 必 成 立 . 
证 只 需 证 Gez9x> 9 其 他 都 是 显 见 的 . 
事实 上 , 取 % 使 Ob%= {Ki ,其 中 K: 为 任 一 域 ,Homx (K,K) 
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为 其 唯一 的 态 射 集 , 态 射 合成 即 K - 线性 映射 的 合成 . 取 9 使 
Ob9 为 K 上 同 构 于 K 的 全 体 线性 空间 (当然 都 是 1 维 的 ): 
Ob9= {Ti, T,,*…| TK,T¥T,| 

态 射 集 及 态 射 合成 同 LSx . 容易 看 出 ,C9. 但 8 二 9 不 会 成 立 . 口 ] 
据 此 定理 可 将 全 体 范 畴 所 成 的 类 分 成 等 价 类 或 同 构 类 进行 研 

究 .等 价 范畴 具有 许多 共同 的 性 质 . 当然 , 同 构 范畴 的 共性 则 更 多 . 
今后 为 简化 记号 , 常 将 F(A)( 哨 子 下 作用 于 对 象 A) 记 为 

FA ,将 下 对 态 射 o 的 作用 F(o) 记 为 Fo. 


习 题 1.2 


1. 设 下 :%>9 为 共 变 或 反 变 函 子 , fE Homw(A,B) 为 一 个 等 价 ( 同 构 )， 
试 证 Ff 在 9 中 也 是 一 个 等 价 ( 同 构 ). 

2. 设 为 预 加 法 范畴 ,A ,BE Ob. 问 :作为 加 法 Abel 群 ,Hom。(A,B) 
中 的 零 元 素 与 通过 零 对 象 定义 的 零 态 射 Op 有 何 关系 ?为 什么 ? 

3. 设 G, 万 为 乘法 群 ,6 为 以 G 为 唯一 对 象 的 范畴 ,Homs(G,G)=G,， 
态 射 合成 即 G 的 乘法 运算 . 9 为 以 日 为 唯一 对 象 的 范畴 ,Homs (H,H) = 
HH, 态 射 合成 也 是 五 的 乘法 运算 .证 明 :任意 共 变 函 子 下 :% 一 9 都 给 出 一 个 
群 同 态 f:G 一 昌 . 反 过 来 ,如 果 f:G 一 HH 为 群 同 态 ,能 否 诱导 出 一 个 函 子 
F.€>9? 

4. 设 尺 为 任意 环 .对 任意 的 MER 骂 ( 即 ME Obr 观 ), 定 义 M* = 
Homg (M ,RR). 试 给 出 M* 的 右 R 一 模 结 构 . 进 而 取 M"” =(M")" ,将 例 6 
的 结果 推广 到 a 上 , 即 证 明 gj 到 自身 的 两 个 函 子 下 趴 与 xx 之 间 存 在 着 
自然 变换 . (对 R 一 模 概 念 不 熟悉 的 读者 可 参看 下 节 开 头 的 定义 .) 

5. 设 R 为 任意 环 ,将 R 中 的 加 法 运算 保留 而 定义 另 一 种 乘法 运算 为 
a*6b= ba( 右 边 为 环 R 的 乘法 ), 则 得 一 个 新 环 R*, 称 为 R 的 反 环 (opposite 
ring) . 当 R 为 交换 环 时 , R* 与 R 相同 .在 一 般 的 情况 下 ,它们 的 中 心 相同 . 
问 :R 中 与 We. 有 何 关系 ? 能 否 找到 这 两 个 范畴 之 间 的 函 子 以 说 明 这 两 个 
范畴 间 的 关系 ? 

6. 设 GL. 为 交换 环 范 财 CRing 到 群 范畴 G 的 一 个 函 子 , 它 将 任意 交换 
环 .RR 变 成 R 上 n 阶 可 北 矩 阵 群 ( 称 为 尺 上 的 m 阶 ( 维 ) 一 般 线性 群 ), U: 
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CRing >G 为 将 任意 交换 环 R 变 成 U(R)(R 的 可 逆 元 所 成 的 乘法 群 , 称 为 
R 的 乘法 群 ) 的 阻 子 .证 明 ; 行 列 式 产生 一 个 自然 变换 det: GL， UR). 
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模 论 , 即 环 模 的 理论 ,已 形成 一 个 引 人 注 目的 代数 学 分 支 , 是 
同调 代数 研究 的 主要 对 象 之 一 . 它 也 是 研究 环 论 、 群 表示 论 等 的 有 
力 工具 ,在 代数 几何 、 代 数 数论 与 算 子 代数 等 学 科 中 都 有 重要 的 应 
用 .本 节 中 先 将 环 模 的 定义 与 基本 性 质 简单 地 回顾 一 下 ,使 未 学 过 
模 论 的 读者 学 习 下 面 的 内 容 不 致 因此 而 发 生 困 难 . 

今后 提 到 的 环 都 是 指 有 单位 元 的 结合 环 . 

定义 1 设 R 为 环 ,M 为 一 个 加 法 Abel 群 (交换 群 ). 若 对 M 
中 的 任意 元 m 与 RR 中 的 任意 元 >, 都 有 满足 如 下 条 件 的 运算 ( 左 
RR 一 模 运 算 )rm€ M : 

(i) (ritro)(mtm)=rim+trim tr m +r,m,, 
Vr,€ER,m EM,I;=1,2; 

(ii (rira m=ri(rim), Yr€ER,I=1,2,mEM; 

(iii) lem=m, YmEM, 

则 称 M 为 一 个 左 R 一 模 (left R 一 module), 记 为 MEr 观 或 观 . 

注 1 有 些 文献 全 省 去 (证 ) .而 对 有 (ii) 的 M 称 为 画 模 (unit- 
ary module) ,也 称 为 单 式 模 . 因此 在 许多 文献 上 均 先 声明 “本 文 
( 书 ) 中 的 模 均 指 西 模 ……”. 

注 2 我 们 今后 论 及 “R 一 模 " 均 指定 义 1 中 定义 的 “ 左 R 一 
模 ". 但 在 有 必要 时 仍 将 “ 左 " 字 强调 出 来 . 又 定义 1 中 的 记号 
“gM” 今后 也 意 指 左 R 一 模范 畴 , MEW 事实 上 是 ME Obx 
的 简 记 . 对 其 他 范畴 %,XXEOb% 今 后 也 常 简 记 为 XE. 

对 应 地 ,我 们 可 定义 右 RR 一 模 . M 为 右 R 一 模 时 , 记 为 ME 
了 Nr . 左 环 模 的 理论 与 右 环 模 的 理论 是 基本 上 平行 的 .特别 地 , 当 
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RR 为 交换 环 时 , 左 尺 一 模 与 右 RR 一 模 可 不 加 区 别 . 

可 直接 验证 如 下 结果 (由 此 可 得 左 R 一 模 的 一 个 等 价 定 义 ). 

命题 1 设 M 为 加 法 Abel 群 . EndM 为 其 自 同 态 环 . 则 M 
Ek 的 充分 必要 条 件 是 存在 环 同 态 p:R 一 EndM . 

由 定义 1 与 命题 1 都 可 看 出 .加 法 Abel 群 范畴 AG 就 是 ; 员 ; 
环 R 的 一 切 左 理想 都 是 左 R 一 模 . 因此 , 模 论 不 仅 是 线性 空间 理 
论 的 推广 ,也 是 理想 论 的 推广 .特别 地 ,PID( 主 理想 整 环 ) 上 的 模 
论 已 概括 了 Abel 群 论 中 最 基本 的 一 些 结 果 . 

以 后 ,我 们 还 将 用 到 双 模 的 概念 . 其 定义 如 下 . 

定义 2 设 尺 ,S 为 两 个 环 ( 可 以 是 同一 环 ), ME gk 对 站 加。 
且 满 足 
(rm)s=r(ms), Vr€ER,mEM,sES, 

则 称 M 为 一 个 RR 一 S 双 模 (bimodule), 记 为 MER 观 , 或 员 。. 

定义 3 设 M,NEk 观 ,f:MN 满足 

fmtm2a)=f(m)+f(m), Vmi,mEM 
frm)=rf(m), Vr€ER, mEM 
则 称 f 为 M 到 NN 的 ( 左 )R - 模 同 态 或 ( 左 )R 一 映射 ( 同 态 ), 记 为 
fEHomr (M,N) 或 f/f€Hom(M,N). 在 有 必要 强调 " 左 尺 一 模 " 
同 态 时 ,也 使 用 范畴 中 态 射 记号 JE Homr 统 (M,N). 
Kerf=f *(0)={m EMI|f( 圾 )=0| 

称 为 f 的 核 (kernel). . 
Imf= f(M) 
称 为 f 的 象 (image). 

Kerf= {0} 时 也 记 为 Kerf = 0, 称 f 为 单 同 态 (monomor- 
phism). Imf= NN 时 称 了 为 满 同 态 (epimorphism). 

Cokerf=N/Imf 称 为 f 的 上 核 (cokernel). 容 易 看 出 : 核 是 单 
性 的 度量 ,上 核 是 满 性 的 度量 . 既 单 又 满 的 同 态 称 为 同 构 . 常 记 为 


M 二 N , 需 强调 同 构 f 时 也 记 为 MN 或 f:M ->N. 
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定义 4 设 MER 吸 ,M 为 M 的 加 法 子 群 昌 RM EM , 则 称 
M 为 M 的 ( 左 开 一 ) 子 模 (submodule), 记 为 M < M;, 必 要 时 记 为 
M <MEr 观 或 M <M.M 到 M 的 媒人 入 映射 i 显然 是 单 同 态 ， 
称 为 嵌入 同 态 或 包含 同 态 (inclusion homomorphism). 当 M’ 关 M 
时 又 称 M 为 M 的 真子 模 (proper submodule). 

我 们 来 看 几 个 例子 . 

例 1 设 J 为 R 的 左 理想 , 则 J<RER 观 .事实 上 二 者 是 一 
回 事 ， 

例 2 设 了 -一 R, 即 了 为 R 的 理想 ,R/T 为 对 应 的 商 环 ,M 
Ek 吸 且 JM=0, 则 MER 吸 .事实 上 记 >=r+TER/T, 定 义 rzrz 
= rm 即 知 .其 实 , 可 以 证 明 : 在 MEk 吕 时 , M Epgi1 员 合 IM =0. 
因此 常 取 I= /1.AnnrM={r|rM=0|j}, 且 称 为 M 的 左 零 化 子 (left 
annihilator ) . 

例 3 设 M<MER 吸 ,jJ=1,2, 可 验 知 Mi + M,<M. 又 车 
M < MErM, Vj€J, 则 (IM <M. 

由 此 例 可 引出 如 下 定义 . 

定义 5 设 XCME , 吸 , 记 

<X>= 站 M, 


且 称 <X> 为 X 生 成 的 M 的 子 模 ,X 称 为 CX> 的 生成 集 或 生成 
系 . 当 一 个 左 RR 一 模 NN 由 有 限 多 个 元 素 生成 时 , 称 N 为 有 限 生成 
的 (finitely generated) . 记 为 NEfgR 吸 或 简 记 为 NEfg… 特别 
地 ,由 一 个 元 素 生成 的 模 叫 循环 模 (cyclic module). 

比如 ,循环 加 群 即 循环 Z 一 模 . 

定义 6 设 N<MEE 驶 ,对 加 法 商 群 M/N 定义 运算 

r(m+N)=rm+N 

所 得 的 左 尺 一 模 MIN 称 为 M 关于 NN 的 ( 左 R 一 ) 商 模 (quotient 
module ) . 
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仿 加 法 群 同 构 定 理 之 证 (只 要 多 考虑 一 个 R 乘 运算 ) 可 得 模 
同 态 的 几 个 基本 定理 . 
定理 1 ( 模 的 第 一 同 构 定理 ) 设 FE Homr (M,N), 则 Kerf 


<MEH 
Imf~>M/Kerf 
其 中 g:f(m)-> m+ Kerf. 
由 此 定理 可 得 


定理 2 ( 模 的 第 二 同 构 定理 ) 设 Mi<MER 嘱 ,j) =1,2, 则 


Mi/(MiNM,) 全 (Mi + M2 )1M， 

其 中 g:mi+ Mi 站 M,>mi+M,. 

证 令 x:M 一 > M/M, 为 标准 同 态 ,f=x|iMi(x 在 Mi 上 
的 限制 ), 则 

Kerf= Mi[(\M, 
Imf = (Mi + M,)/M, 

于 是 由 定理 1 即 得 证 . 口 

定理 3 ( 模 的 第 三 同 构 定理 一双 商 定理 ) 设 M<M 
€ xM,j=1, 2, 且 M, 忆 Mi, 则 有 ( 左 )R 一 模 同 构 


MIM,~MIM,/ MM, 


证 由 . 
f(m+M,)=m+M 
定义 模 同 态 
f:MIM, — MIMi 
则 
Kerf=M'/M, 
Imf= MI/M, 
因此 由 定理 1 即 得 证 . 口 


定理 4 (对 应 定理 ) 设 N<MEr 员 ,Xr:M 一 > MIN 为 标准 
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同 态 , 则 MIN 的 子 R 一 模 全 体 与 M 的 含 N 的 子 R 一 模 全 体 是 一 
一 对 应 的 , 即 


ELIL<MINIeITIN<T<M| 
L->»>x (LL)=T 

证 显然 . [ 

定理 5 设 MER 吸 , 则 

(i) M 为 循环 R 一 模 的 充分 必要 条 件 是 有 R 的 左 理想 工 使 

MR/IE ,MM 
(i) 设 M=<zx>Erk 纲 , 则 (i) 中 的 了 可 取 为 
T= /Annr zx={r|rER,rz=0| 

当 1Annr 工 =0 时 , MM 二 R( 作 为 左 RR 一 模 ). 

证 ”注意 

R/I=<1+I> 

其 中 1 表 R 的 单位 元 .建议 读者 自行 验证 . [ 

现在 来 介绍 环 模 张 量 积 的 概念 . 

域 上 线性 空间 的 张 量 积 最 早出 现 于 张 量 代数 中 ,也 是 外 代数 
与 对 称 代数 中 的 基础 性 概念 ,为 几何 学 与 物理 学 中 常用 的 工具 之 

设 Vi, VELSk(K 为 域 ,比如 K = 及 (实数 域 ),C (复数 
域 )). |e,|1i€ET),{f1;7€E 咱 分 别 为 Vi,V 的 基 . 最 老 的 张 量 积 定 
义 是 : 称 以 {ef 1iE1T,;jEJ 为 基 的 K 一 线性 空间 为 V1,V， 
的 张 量 积 , 并 记 成 ViG9 V2 .这 种 定义 虽 可 照 所 到 交换 环 上 的 自由 
模 ( 有 基 模 ) ,但 对 一 般 的 模 无 法 照搬 .经 一 些 数学 家 的 努力 ,将 此 
定义 用 双 线 性 映射 及 泛 性 质 作 了 特征 刻画 ,进而 推广 到 交换 环 上 
的 一 般 环 模 , 在 这 之 后 ,由 于 理论 发 展 与 应 用 的 需要 ,又 被 进一步 
地 推广 到 非 交 换 环 上 的 环 模 . 

这 里 先 给 出 交换 环 上 环 模 张 量 积 的 定义 , 它 是 域 上 用 双 线 性 
映射 定义 线性 空间 的 张 量 积 这 一 方法 的 照搬 . 
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定义 7 设 尺 为 交换 环 ,A,B,TEk 观 ,f:AXB->T 为 R 一 
双 线 性 映射 ( 记 为 {EBL(A ,B;T)), 即 了 满足 
f(riartr2az,b)=rifla1,6)+r, f(a,,b) 
f(a,ribi + r202) = rif(a,b1) 十 rsfla , 02 ) ， 
Va,a EA,b,bEB,rER,j=1,2 
有 (TT, f) 具 有 如 下 的 泛 性 质 (universal property)( 称 为 R -- 双 线 性 
映射 的 泛 性 质 ,或 张 量 积 的 泛 性 质 ): 
对 任意 的 MER 台 与 任意 的 gEBL(A,B;M) 都 有 唯一 的 尺 
一 模 同 态 有 使 g= 有 hf, 即 有 如 下 的 交换 图 


AxB 了 T 
7 
p 4 
/ 
Vg Z h3| 
/ 
/ 
AL 

VM 


则 ( 工 , 了 ) 或 工 称 为 A,B 的 张 量 积 (tensor product) , 记 为 T=AW 
B, 并 记 f(a,b5)=aWb( 称 为 a,b 的 张 量 积 ), VY aE A,b5EB. 因 
此 也 将 f 记 为 或 6%. 
如 果 作 一 个 范畴 下 = 二 Ts 使 
ObT = |{(M,g)|MErM, gEBL(A,B;M)|, 
Homr ((M,g),(M',gi))= {hEHomr (M,M')|g:= hg}, 
态 射 合成 法 则 同 s 驶 中 一 样 , 则 可 将 上 述 定义 用 范畴 语言 简 述 为 . 
交换 环 RR 上 两 个 RR 一 模 A,B 的 张 量 积 即 范畴 的 始 对 象 . 
很 自然 地 ,我 们 需 证 张 量 积 的 存在 性 与 唯一 性 ( 同 构 意 义 下 ). 
即 证 
定理 6 设 R 为 交换 环 ,A ,BER 骂 , 则 AWBERk 吕 存在 , 且 
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在 R 一 模 同 构 意义 下 是 唯一 的 . 
证 存在 性 . 令 下 为 以 集合 A XB 作 基 的 自由 R 一 模 ( 有 基 
R 一 模 ), 取 下 的 子 模 
S=<{(a +a,6)—(a1,6)—(a,,6b),(a,bi +b,)—(a,bi)— (a,b,), 
(riasr2b)—rirs(a,b)la,a EA,b,b EB,r ER|I> 
( 即 由 上 述 集 合 {…| 生 成 的 下 的 子 R 一 模 ). 取 ACB= F/IS ,容易 
验证 它 满足 定义 7 的 条 件 , 这 就 证 出 了 存在 性 . 
唯一 性 :由 范畴 中 始 对 象 在 同 构 ( 等 价 ) 意 义 下 的 唯一 性 (本 章 
$1 定理 2) 即 知 .建议 读者 给 出 另 一 种 直接 的 证 法 . 口 
上 述 定义 与 定理 6 当然 概括 了 线性 空间 张 量 积 的 定义 ,以 及 
它 的 存在 与 唯一 性 ,而且 ( 当 R 为 交换 环 时 !) 可 递 推 地 对 任意 R 
一 模 M 定义 
WM=MOEMCY…CM 
~ kK RR, 


作 与 线性 空间 或 Abel 群 一 样 含意 的 直 和 (详细 介绍 将 在 本 章 $6 
给 出 ) 
Q@M= 由 (@'M)， 其 中 约定 QIM= R， 

则 @MER 趴 .再 定义 @M 中 的 乘法 为 ( 仍 记 为 @) 

(mm mm; )C9 m;+1m; 41200° "OO ma ) 

= mm mm Om mm 
的 线性 开拓 (因此 CM 中 元 素 与 "IM 中 元 素 之 积 在 3?'“M 
中 ), 则 得 到 一 个 有 单位 元 1 的 (分 次 ) 结 合 R 一 代数 , 称 为 M 上 
的 张 量 代数 (tensor algebra) 如 果 取 R = KK 为 域 , 则 得 线性 空间 上 
的 张 量 代数 .此 时 取 定 M 之 基 后 (OM 此 时 仍 为 域 K 上 的 线性 
空间 ) 则 得 到 CM 的 基 . 考虑 @M 中 元 素 在 此 基 下 的 坐标 , 即 得 
通常 使 用 的 张 量 及 张 量 演算 公式 .同时 ,可 以 不 困难 地 由 的 IM 得 
到 两 个 商 代数 一 一 外 代数 (exterior algebra) 与 对 称 代数 (symmet- 
ric algebra) . 前 者 可 用 于 行列 式 理论 的 公理 化 处 理 ,后 者 则 概括 了 
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多 元 多 项 式 代 数 ,和 欲 知 其 详 的 读者 可 参看 [G,78]. 
值得 注意 的 是 定义 7 不 能 照搬 到 R 为 非 交 换 环 的 情形 . 主要 
困难 是 :对 fFEBL(A,B;T),ri,r ,ER,a€A,bEB, 
flriasrb) aRm rifla,rb)= rrfla ,0 ) 


me, 
raf(ria,b)=r,rif(a,b) 

因此 常 导致 f 的 平凡 性 (f=0). 比如 R 为 除 环 ( 体 ) 但 非 域 时 , 必 
有 ri,r;ER 使 rir; 关 rs7i ,因此 rir 一 rsri 关 0 必 有 道 元 在 R 
中 .由 <,8 的 任意 性 知 必 有 =0, 据 此 定义 所 得 平凡 , 毫 无 用 途 . 
由 此 可 见 ,要 想 推广 上 述 定 义 , 民 的 任意 元 不 能 随意 由 Ff 中 提出 
来 .这 是 推广 中 的 困难 所 在 . 

解决 这 个 困难 的 办 法 有 两 个 ,虽然 都 是 退 而 求 其 次 的 ,但 仍 有 
广泛 的 应 用 . 

一 个 办 法 是 ,注意 到 任何 环 R 都 是 某 一 交换 环 K( 比 如 取 KK 
-=Z 或 K=C(R)(R 的 中 心 )) 上 的 代数 ,当然 REk 骂 ,因此 R@ 
REk 观 (由 定义 7). 定 义 其 乘法 为 z 

(rr2) rar)=rira rr VrER,j)=1,2,3,4 
则 RCR 为 一 个 K 一 代数 ,当然 更 是 一 个 环 .对 两 个 左 R-- 模 A， 
B( 当 然 都 是 KK 一 模 ) 先 定义 它们 的 K 一 模 张 量 积 AWB. 再 通过 
定义 运算 ; 

(icor )(acop)=riacorp, VaEAbEB,rir, ER, 
使 AG9BE eg 吐 . 当 R 为 交换 环 时 取 K = R 知 此 时 所 得 与 定义 
7 所 定义 的 是 一 致 的 .对 两 个 非 交 换 环 尺 ,S, 因 必 有 公共 的 交换 
环 K( 比 如 K=Z) 使 RR,S 都 是 K -代数 , 仿 上 述 办 法 (将 RGR 
改 为 Re9S) 还 可 将 AWB 定义 成 一 个 RWS 一 模 .对 此 也 可 用 泛 
性 质 办 法 搞 出 一 套 完美 理论 .参看 [ 周 ,79]、[ 周 ,81] 与 [ 周 ,82 | 等 . 


2 看 机 昌 取 是 入 到了 已 7 


另 一 个 办 法 是 利用 下 面 定 义 的 双 加 平衡 映射 取代 定义 7 中 的 
双 线 性 映射 ,用 其 泛 性 质 将 一 右 一 左 的 两 个 RR 一 模 Ak ,kB 的 张 
量 积 AC9B 定义 为 一 个 Abel 群 ( 即 Z 一 模 ). 虽然 结构 少 了 ,但 仍 
有 广泛 的 应 用 .在 本 书 中 也 是 用 得 最 多 的 工具 之 一 . 

定义 8 设 R 为 环 ,A EMk ,BER 观 ,GEAG. 

(I) 车 f:AxXxB->G 满足 

(i) f(a1+as,b6)= f(a1,6)+ f(a,,b), 

(ii) f(a,bi1+6,)= f(a,bi) + fla,b2), Va,a;€E€A,b, 
b; EB, 则 称 ff 为 A,B 到 G 的 双 加 映射 (biadditive mapping); 

(I 卫 ) 若 f:AxXxB>G 满足 

(iii) f(ar,6)=f(a,rb), Vr€ER,aEA,bEB, 
( 即 对 f 的 作用 ,r 在 a 的 右 侧 与 5 的 左 侧 之 间 可 双向 移动 ) , 则 称 
三 为 4A, 忆 到 CG 的 R 一 平衡 映射 (R 一 balanced mapping); 

( 亚 ) 车 f:AxXxB 一 G 同时 满足 上 述 的 (Ci) (ii) , 则 称 了 
为 A,B 到 G 的 双 加 R 一 平衡 映射 ,并 记 为 f/f€ Biab(A,B;G). 

显然 可 看 出 : 当 R 为 交换 环 时 , 双 加 R -平衡 映射 与 尺 一 双 
线性 映射 可 不 加 区 别 . 

有 了 这 个 定义 ,我 们 可 定义 更 一 般 的 张 量 积 . 

定义 9 设 民 为 环 ,AE 吸 ,BE 吸 . 若 TEAG 与 f€Biab 
(4A,Bi;T) 满 足 如 下 的 ( 双 加 R 一 平衡 的 ) 泛 性 质 . 

对 任意 的 GE AG 与 任意 的 g€Biab(A,B;G), 都 有 了 唯一 的 
群 同 态 h 使 g = 有 hf, 即 


AXB 人 


Vg 
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为 交换 图 , 则 ( 工 , 了 ) 或 本 称 为 A,B 的 张 量 积 , 记 为 = AC9B ,并 
记 f(a,5)=a8b,YaEA,bEB. 因 此 也 将 三 记 成 @ 或 cg 
我 们 提醒 读者 注意 ,在 这 个 定义 中 是 将 右 R 一 模 A 与 左 R 一 
模 B 的 张 量 积 ACB 定义 成 一 个 由 iecobleEA4,5E3Bi 生 成 的 
Abel 群 (Z - 模 ), 且 是 一 种 使 尺 的 元 素 可 在 ac98 中 从 a 的 右边 
移 到 2 的 左边 或 作 相 反方 向 移动 的 Abel 群 , 即 
(ar)Wb=a(rb), Vr€ER,aEA,bEB 
4G9B 的 元 素 均 可 表 如 
之 waQ@5，awcA4,bEB (1) 
之 形 . 但 未 必 能 表 为 ab 的 形式 (能 表 成 这 种 形式 者 称 为 可 分 解 
元 素 ). 定义 7 中 给 出 的 张 量 积 AWB(R 为 交换 环 ) 是 一 个 R 一 
模 ,虽然 R 的 元 素 在 其 中 有 更 大 的 自由 性 , 即 
(ra Wb=a(rb)=r(a6), Vr€ER,aEAbEB 
但 元 素 的 表示 形式 也 是 (1) 的 那 种 样子 ,未 必 能 表 为 a@5,a € 
A,5EB 之 形 .这 是 张 量 积 研究 中 的 一 个 主要 的 困难 . 
现在 我 们 给 出 定义 9 中 定义 的 张 量 积 的 存在 性 与 唯一 性 . 
定理 7 设 R 为 环 ,A EMr ,BEEk 纲 . 则 AC9BEAG 存在 且 
在 群 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 . 
证 存在 性 :将 定理 6 关于 存在 性 之 证 中 的 自由 R 汪 模 下 改 
为 以 A x B 作 基 的 自由 Abel 群 (Z - 模 ), 其 子 模 S 改 为 子 群 
S=<{alta,b)—(a1,6)— (a;0),(a,b1 + 6b,)— (a,b)— (a,b,), 
(ar,6)-(a,rb)|a,a, EA,b,bEB,rERI> 
验证 F/S 满足 定义 9 即 可 . 
唯一 性 : 仿 和 定理 6 前 段 的 办 法 (将 那里 的 g€ BL(A,B;M) 改 
为 gEBiab(A,B;M),MEr 驶 改 为 MEAG). 得 范畴 T.A 与 B 
的 张 量 积 即 全 的 始 对 象 .因此 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 (读者 也 可 给 
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出 一 种 直接 的 证 法 ). D 
注 1 对 交换 环 RR,R 一 双 线 性 映射 必 为 双 加 的 ,但 反 过 来 未 
必 . 
例 4 取 A=B=Z,R=Z +Zzr,zx =1( 即 RZ[zj/(x”- 
1)),T=Z .用 
(m+nz)a=(m—-n)a, Vm,n€EZ,a€E€A=B 
给 出 A ,B 的 R 一 模 结 构 ( 乘 法 ). 用 
(m+nzr)t=(mt+n)t, Vm,n€EZ,tET 
给 出 械 的 R 一 模 结 构 ( 乘 法 ). 定 义 
fr:AxB—T 
fla,b)=ab, Va€EA,bEB 
则 了 为 双 加 映射 但 非 尺 一 双 线 性 映射 .事实 上 ， 
(m+nz)f(a,b)=(m+nzr)ab= (m+n)ab 
而 
f((mt+nzr)a,b)=f((m—n)a,b)=(m—n)ab 
二 者 一 般 地 是 不 相等 的 . 
从 这 个 有 趣 的 例子 还 可 看 出 :对 同一 个 加 法 Abel 群 ,可 给 出 
不 同 的 RR 一 模 结 构 , 从 而 得 到 不 同 的 尺 一 模 . 这 一 点 ;今后 宜 当 
夕 、. ' 
下 面 我 们 说 明 ; 对 非 交换 环 R ,定义 9 给 出 的 张 量 积 在 一 些 特 
殊 ( 但 也 是 重要 的 ) 情 况 下 仍 能 具有 R -- 模 结构 ,或 其 他 的 环 模 结 
构 . 
命题 2 设 尺 ,S 为 环 ,BEk 观 s;( 即 B 为 RS 双 模 ),AE 
hg ,定义 ACB 的 右 S 一 模 运 算 为 
(aWb)s=ad(bs), VaEALbEB,SES 
则 AWWBE 叶 ,; 
车 AEs 员 rp ,BER 员 ,定义 AWB 的 左 S 一 模 运 算 为 
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s(a0db ) = (sa )006,， Va€EA,bEB,sSES 

则 AC BE sM. L 

证 直接 验证 . 

推论 1 设 RR 为 交换 环 ,S 为 R 一 代数 , B Ex 观 , S&B 
€ s 叶 ,BOY SE Ms. 

证 注意 SEMr 且 SErn 观 ,,BEn 观 且 BEWMr, 即 由 命 
题 2 知 结论 成 立 . [L 

下 面 给 出 交换 环 上 环 模 张 量 积 在 同 构 意 义 下 的 交换 性 ,以 及 
一 般 环 上 环 模 张 量 积 在 同 构 意义 下 的 结合 性 . 先 给 出 结合 性 . 

定理 8 设 R,S 为 环 ,AE 吸 ,BE 只, ,CE. 吸 , 则 有 Abel 
群 同 构 : 

(AWB)O CEAY( BOC) 

且 当 AE rNk 时 为 左 T-- 模 同 构 , 当 CE 。 观 rz 时 为 右 工 一 模 同 
构 ,其 中 代为 任 一 环 . 

证 ”定义 三 加 R -平衡 映射 

FAxBxC 一 >~GEAG 
即 f 对 A,B,C 都 是 加 性 的 (保持 加 法 对 应 ) 且 
flar,b,c)= f(a,rb,c) 

fla,bs,c)= f(a,b,sc), VaEA,,bEB,cECrER,SES 
仿 前 给 出 泛 性 质 及 相应 的 范畴 下 ,说明 欲 证 的 同 构 之 两 端 都 是 个 
中 的 始 对 象 即 可 “ 且 当 …” 部 分 由 命题 2 即 知 . 口 

定理 9 设 尺 为 任 一 环 ,AE 叭 gg ,BER 吸 , 则 

(i) 按 定义 9 给 出 的 4C9B 在 R 为 交换 环 时 也 有 定义 7 给 出 
的 R 一 模 结构 ，; | 

(i) RE9B 二 B( 作 为 左 RR 一 模 )， 

AC9R 二 A( 作 为 右 尺 一 模 ). 
证 (i) 注 意 R 为 交换 环 时 ,A ,BER 驶 r .此 时 双 加 RR 一 平衡 映 
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射 与 R 一 双 线 性 映射 实质 上 是 一 回 事 即 知 . 
(让 ) 令 rObm>rb, Vr€ER,bEB 
可 得 第 一 个 同 构 . 而 令 
aceorr= ar， Vr€ER,aEA 


可 得 第 二 个 同 构 (注意 玉 RER 吸 Rg !). 口 
定理 10 设 民 为 交换 环 ,A,BER 吸 , 则 有 尺 - 模 同 构 
4QB=~BQA4 

证 令 acQpr>DQa，YaEA4A,pEB 
直接 验证 即 得 证 . [ 


再 来 介绍 函 子 G. 这 个 函 子 为 模 论 与 同调 代数 中 最 重要 的 两 
大 函 子 之 一 ,为 介绍 这 个 孙子, 先 证 明 如 下 命题 . 
命题 3 设 R 为 环 ,f€ Homg (A,A’'),g€E Hom m(B,B ) 
则 有 唯一 的 hEHom (A®B,A'6B') 使 
Paco98)= f(a)We(b), VaEA,bEB 
记 有 = fC9g, 常 称 为 f 与 g 的 张 量 积 . 
证 由 
o(a,b)= f(a)Wg(b), YaE€EA,bEB 
定义 o€E Biab(A,B;A’'WB'). 由 双 加 R -平衡 映射 的 泛 性 质 知 
有 唯一 的 hE Homac(AGOB,A COB ) 使 下 图 成 交换 图 : 


AXB— 2 。4Q@8 
py R 

nd 

/#3| 
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由 此 即 得 欲 证 . 口 
命题 4 设 民 为 环 ,A,A’,A EMr,B,B’,B’ EgM,E FE 
Homg, (A,A ),f € Hom (A,A),gE Homn(B,B ),g € 
Hom m(B ,B”), 则 
(f®g’)(fWg)=f fg'g 
证 用 命题 3, 将 欲 证 式 的 两 边 作 用 于 a 凶 b,a€E A,bEB， 
即 可 得 证 . 口 
现在 我 们 可 以 给 出 几 种 函 子 ,统称 为 张 量 积 孙子 . 
设 R 为 任意 环 .任意 取 定 AE 驶 g ,定义 
4@ 一 :Br 一 AGOBEAG， VBERM 
4G 一 :Jr PCAEHomac(ACOB,ACB )， 
、 VfEHom mn(B,B’) 
容易 验证 AW—:rM>AG 为 加 法 共 变 函 子 . 
类 似 地 可 给 出 另外 几 种 张 量 积 函 子 , 于 是 有 
定理 11 设 尺 ,S 为 任意 环 , 则 
(i) 任意 的 AE 观 ¢ 都 给 出 加 法 共 变 林子 
AW—:rM>AG 
(i) 任意 的 BEk 骂 都 给 出 加 法 共 变 函 子 
9B:Mr>AG 
(ii) 任意 的 AE€ s 纲 e 都 给 出 加 法 共 变 函 子 
4G 一 :对 一 = 对 
(iv) 任意 的 BE k 驶 s 都 给 出 加 法 共 变 函 子 
一 的 B: 只 一 Js 
在 R 为 交换 环 时 ,有 
(v) 任意 的 AEk 观 都 给 出 加 法 共 变 函 子 
A 的 一 :s 骂 >k 骂 
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(vi) 任意 的 BE Ek 观 都 给 出 加 法 共 变 函 子 
一 9B:s 员 Nk 叶 

证 用 前 述 的 定理 7, 命题 2, 命题 3, 命 题 4 及 定理 6 即 可 得 
证 . 国 

值得 注意 的 是 ， a oe 为 
说 明 这 点 ,只 需 考察 下 面 的 例子 .其 他 的 例子 可 仿 此 给 

例 5 取 环 R=Z,M=2Z/2Z EM.a 欣 入 同 在 

Z>> QE€E;M 

其 中 Q 为 有 理 数 加 群 . 

由 定理 9 知 

MO Z M0 
但 对 任意 的 mEM 与 a€Q 
mq = mW(2g9/2)=2mW(gq/2)=0W(g/2)=0 
因此 
MO Q =0 
由 此 知 ,虽然 天 0 ,但 
MY—: ar IvCa=0 

故 Meco9 一 不 是 忠实 函 子 ， 

这 个 例子 十 分 重要 . 它 还 说 明 函 子 @ 通 常 不 保持 单 同 态 ,甚至 
可 能 将 单 同 态 变 成 满 同 态 、 零 同 态 .因此 ,通常 也 不 能 将 子 模 变 成 
取 张 量 积 后 的 子 模 . 即 ,尽管 BB 为 A 的 R 一 子 模 ( 既 使 在 R 为 交 
换 环 时 ) , 仍 可 能 找到 R 一 模 M 使 MC9 天 0 但 MCA= 0. 这 个 
奇怪 的 现象 的 消除 ， 就 引起 了 下 章 中 关于 平坦 模 的 研究 

建议 读者 对 照 张 量 积 定 义 的 泛 性 质 , 弄 清楚 为 什么 会 发 生 这 
种 奇怪 的 现象 ,并 搞 清 楚 MG B 与 MGOA 中 的 张 量 积 事实 上 不 
是 同一 运算 . 

作为 本 节 的 结束 ,利用 上 节 的 例 3, 例 4 以 及 本 节 定 义 的 双 模 
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结构 ,将 函 子 Hom 的 一 些 性 质 整 理 如 下 ,其 证 明 都 是 直接 验证 性 
的 ,这 里 不 再 歼 述 .在 下 章 $3 中 ,我 们 还 将 介绍 隧 子 凶 与 函 子 
Hom 的 重要 伴随 关系 . : 
定理 12 设 尺 ,S 为 任意 环 , 则 
(i) 任意 的 AER 哎 都 给 出 加 法 共 变 函 子 
HomR(A ,—):rM—>AG 
(ii) 任意 的 BEg 骂 都 给 出 加 法 反 变 函 子 
Hom (—,B):rM—AG 
(iii) 任意 的 AER 驶 。 都 给 出 加 法 共 变 晴 子 
Homr (A ,CO—):rM—>,M 
其 中 规定 ,sf 使 sf(a) = f(as), VfEHomr(A,B),aEA,sEt 
S. 
同时 AER 吸 。 也 给 出 加 法 共 变 函 子 
Hom。(A ,一 ): 观 ,一 Mp 
其 中 规定 fr 使 (fr)(a)= f(ra),YVfEHoms(A,B),a€EA,rE 
Rk; 
(iv) 任意 的 BE s 观 s 都 给 出 加 法 反 变 函 子 
Hom (—,B):NMr 一 ,和 
其 中 规定 sf 使 (sf)(a)= sf(a), VfEHomr(A,B),a€EA,AE 
Mr,sES. 
同时 ,BE sg 也 给 出 加 法 反 变 函 子 
Homs(—,B):sM—M. 
其 中 规定 fr 使 (fr)(a)= f(a)r,YVfEHoms(A,B),a€E€A,A 
EM,r€ER. 
当 R 为 交换 环 时 ,任意 的 AER 园 都 给 出 加 法 共 变 函 子 
Homr (A ,CO—):rM—r MN 
任意 的 BE 驶 都 给 出 加 法 反 变 函 子 
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Hom (—, B);rM—+ MM 
总 之 ,Homr (A ,一 ) 为 加 法 共 变 沙子 ;Homr (一 ,B) 为 加 法 反 
变 函 子 . 
定理 13 ”对 任意 的 环 尺 与 BER 吸 ,有 左 R 一 模 同 构 


B 之 Hom mw(R,B), 其 中 6)(r)= 取 ,VEB,rER 
对 任意 的 环 R 与 BEgJs ,有 右 R 一 模 同 构 


B 之 Homg,(R,B), 其 中 f(b)(r)=br,YbEB,rER 
证 用 定理 12 给 出 的 模 结 构 直 接 验 证 . 口 


习 题 1.3 


1. 设 针 为 一 个 ( 非 空 的 ) 拓 扑 空间 ,C(X) 为 XX 上 的 实 连续 函数 环 ,R = 
Hom s (XX,C(X)). 试 将 R 作成 一 个 C(X) 一 模 . 

如 果 将 X 换 成 一 个 非 空 集合 ,C(XX) 换 成 任意 环 S, 你 的 作法 是 否 仍 有 
效 ? 

2. 设 尺 为 任意 环 ,0 关 MER 趴 . 若 除 去 0,M 外 MM 无 其 他 左 R 一 子 模 ， 
则 称 M 为 ( 左 RR 一 ) 单 模 (simple module). 证 明 :M 为 单 模 的 充分 必要 条 件 是 
有 R 的 极 大 左 理想 A 使 有 左 R 一 模 同 构 M 二 R/A. 并 由 此 推 知 9 中 必 有 
单 模 存 在 . 

3. (Schur 引 理 ) 设 R 为 环 , MER 吸 为 单 模 , 则 EndrM 即 Homr (M， 
M) 为 除 环 . 试 给 出 这 一 结论 的 证 明 . 

4. 设 R 为 任意 环 ,L ,I 分别 为 R 的 左 , 右 理想 .证 明 ; 

(i) 对 每 一 个 MER 吸 ,都 有 2Z 一 模 同 构 

f:RIIO OM—>MIIM 
其 中 f(r+ITDOmm> rmt+IM,Yr€ER,mEM; 
(ii) 用 证明 必 有 Z 一 模 同 构 
RIIQRILTR/I(I+L) ， 
- 当 RR 为 交换 环 时 ,这 个 Z 一 模 同 构 能 否 是 RR 一 模 同 构 ? 

5. 若 m,n 为 正 整 数 ,d = (m,n)( 即 d 为 m,n 的 最 大 公约 数 ). 证 明 必 

有 Z 一 模 同 构 
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ZlmZWZInZ~Z/dZ. 

6. 设 FRR 一 S 为 环 同 态 .证 明 每 一 个 ME (Ns) 都 有 一 个 左 尺 一 模 
( 右 尺 一 模 ) 结 构 . 

7. 直接 验证 左 RR 一 模 同 态 的 两 个 因子 分 解 定理 : 

(i) 设 在 x 驶 中 有 同 态 f;: MN 与 g:M->M ,其 中 g 为 满 同 态 且 Kerg 
SKer 太 . 则 中 必 有 唯一 的 左 R 一 模 同 态 h:M 一 N 使 f= hg;OKerh=g 
(Kerf),Imh = Imf;@h 单 全 Kerg = Kerf;@h 满 司 f 满 . 

(i) 设 在 x 观 中 有 同 态 f: MN 与 h:M 一 NN,h 为 单 同 态 且 Imf 导 
Imh. 则 Q 必 有 唯一 的 同 态 g: M 一 M 使 f= hg;@Kerg = Kerf, Img = 
h "(Imf);@g 单 合 f 单 ;@g 满 SSImh = Imf. 
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本 节 的 目的 是 讨论 模 正 合 列 的 性 质 并 介绍 今后 常用 的 图 追 踊 
法 .本 节 的 内 容 也 适用 于 更 广 的 范畴 ,但 我 们 感 兴趣 的 是 环 模范 
畴 ,因而 只 就 : 员 进行 讨论 . 先 介 绍 在 拓扑 学 、 代 数 几 何等 学 科 中 


也 都 常用 的 正 合 列 概念 . 
定义 1 设 尺 为 任意 环 ， 
MAM -Mi > (1) 


为 路 中 的 同 态 ( 态 射 ) 列 . 若 

Imf,+1 = Kerf, 
则 称 此 列 在 AM, 处 正 合 (exact). 当 此 列 处 处 都 正 合 , 即 在 j=…,n 
+1,n,n 一 1,… 时 都 在 M; 处 正 合 (对 左 端 起 于 M; 或 右 端 止 于 
AM; 的 情况 ,当然 不 计 M, ) , 则 称 此 列 为 左 R 一 模 正 合 列 (exact se- 
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quence) . 左 ( 右 ) 端 起 于 0( 止 于 0) 的 正 合 列 有 时 又 称 为 左 ( 右 ) 正 
合 列 . 

对 tk ,Rs (S 也 为 环 ) 等 可 类 似 地 定义 正 合 列 的 概念 . 

注 1 对 上 述 正 合 列 (1) 当然 必 有 ff = 0, 即 Imfiti 导 
Kerf; ,I=°*%*,n+l1l,n,n 一 1,…. 如 果 不 要 求 Imf;+1 = Kerf; ,只 
要 求 ffi+1 =0,7=*%,n+t+l1l,n,no— 1,…, 则 得 到 后 面 将 要 介绍 
的 中 中 的 复 形 概念 .此 时 

Ker 广 /Im 

即 称 为 此 复 形 的 (第 7 个 或 ; 维 ) 同 调 模 ,R=Z 时 又 称 为 同调 群 . 
复 形 与 正 合 列 有 同等 的 重要 性 .有 兴趣 的 读者 试 着 去 证 明 “ 了 沙子 作 
用 于 正 合 列 或 复 形 必得 到 复 形 “ 对 今后 的 学 习 将 是 有 益 的 . 

现在 给 出 一 些 例子 ,以 帮助 我 们 理解 正 合 列 的 概念 .从 中 也 可 
看 出 :即使 只 看 作 一 种 简单 的 “语言 , 正 合 列 也 是 有 意义 的 . 

例 1 在 x 驶 中 ， 


0 >M“ 一 ~M 正 合 台 f 为 单 同 态 , 常 记 为 MM ; 
M 一 >M” 一 >0 正 合 富 f 为 满 同 态 , 常 记 为 M -多 Mr; 


0 一 >M' ~M 一 >0 正 合 司 f 为 同 构 , 常 记 为 M~ 人 SM; 
M’—£-M SM EE 合 信 M = 090—M—*0 正 合 


Mi A Mm, ,Mm, ,Mm, 正 合 时 ， (i) 所 为 满 同 态 售 fs 为 
单 同 态 售 f=0;(i) 到 =0SOf, 为 单 同 态 ; (iii) ff =0SOf, 为 满 同 


太 


4A。 


定义 2 路 中 形 如 
0 一 ~M 一 M 一 -AM 一 >0 (2) 
的 正 合 列 又 称 为 短 正 合 列 (short exact sequence) , 常 记 为 
M’ >M 一 允 NM 
短 正 合 列 是 最 常用 的 正 合 列 , 在 下 章 中 我 们 将 多 次 看 到 : 长 
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正 合 列 可 看 作 是 由 短 正 合 列 逐 次 接 起 来 的 . 短 正 合 列 也 是 定义 群 
扩张 与 模 扩 张 的 基础 .注意 ,上 述 的 短 正 合 列 (2) 显 然 等 价 于 “M 
i(M)=Imi: HM/Imi>M ( 即 M/Kerxr 二 Imrx) . 
用 正 合 列 可 将 模 ( 同 态 ) 的 三 条 同 构 定理 ( 见 上 节 定 理 1、 定 理 
2 与 定理 3) 表 述 如 下 : : 
定理 1 设 f€EHomr(M,N), 则 


0—> Kerf—>M—>Imf — >0 


为 短 正 合 列 . 
定理 2 设 在 k 驶 中 ,Mi,M,<M,x:M 一 > MI/M, 为 标准 
同 态 ,而 /= r|w (r 在 M; 上 的 限制 ) , 则 


0 一 >Kerf 一 >M -一 Im 一 >0 
为 短 正 合 列 且 
Imf = (Mi 十 Ma )/M， 
Kerf= Mi[{\M, 
定理 3 ” 设 在 x: 驶 中 M,<M<M, 则 
0 一 MI/M2 一 MIM 一 MIM 一 0 
为 短 正 合 列 . 
上 节 定 理 5 也 可 用 正 合 列表 为 : 
定理 5” 设 MER 焉 , 则 以 下 各 点 是 等 价 的 : 
(i) M 为 循环 左 R 一 模 ; 
(i) 有 RR 的 左 理 想 I 使 
0—>I—~R—M—0 
为 左 R 一 模 短 正 合 列 ; 
(ii) 有 左 尺 一 模 正 合 列 
z R—>M—0 
(iv) 有 左 R 一 模 正 合 列 


0 一 ~/Ann Fr(D) 一 ~R — >M— >0 
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其 中 
lAnnrf(1)= {rERIrf(1)=0} 
( 称 为 f(1)EM 在 R 中 的 左 零 化 子 ),“1” 表 示 R 的 单位 元 . 
现在 我 们 以 下 述 命题 的 证 法 作 例 ,介绍 模 论 与 同调 代数 中 的 
一 个 基本 方法 一 一 图 追踪 法 ,简称 图 追踪 (diagram - chasing). 即 
沿 着 图 中 箭头 方向 用 正 合 性 、 交 换 性 进行 追踪 ,以 构 作 同 态 ( 补 图 ) 
或 证 明 一 些 结论 的 方法 . 通 耸 地 说 ,就 是 “ 按 图 索 骏 ”“ 按 图 发 兵 ” 
命题 1 对 k 观 中 下 行 正 合 上行 满足 xi =0 的 实 稍 头 交 换 图 
(四 为 交换 的 ) 


必 存 在 唯一 的 FE Homr (A,A ) 使 (包括 虚 箭 头 的) 新 图 为 交换 
图 . 

证 ”对 任意 的 a€ A 作 图 追踪 : 

a >i(a)-Sgi(a) 

(i) 若 gi(a)E€Imi ,由 ;之 单 性 (下 行 正 合 ) 知 , 必 有 唯一 的 

a EA 使 
za )=gi(a) 

定义 F:4 一 A 使 Fa)=a , 易 看 出 .F(0) =0, 因 此 f 为 完全 确定 
的 左 尺 -~ 模 同 态 , 且 使 包 是 交换 的 ,因此 上 图 为 交换 图 . 

(ii) 若 gzi(a) 人 Imi ,由 下 行 正 合 知 Imi =Kerr ,于 是 x'gi 
(a ) 天 0. 但 由 四 的 交换 性 ,由 A 到 C 的 男 一 途径 追踪 应 有 

Tgi(a)=hrxri(a)=0 (xi=0) 

这 个 矛盾 说 明 (ii) 不 可 能 发 本. 于 是 命题 证 毕 . 口 

由 命题 1 显然 有 如 下 常用 的 推论 . 
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推论 1 对 zx 味 中 的 行 正 合 ( 即 各 行 都 是 正 合 列 ) 的 交换 图 


| 
| 
lf @® g © Ih 
| 


0——”— A! 一 -一 一 5 -一 人 人/ 


必 存 在 唯一 的 AfE Homx (A ,A ) 使 新 图 为 交换 图 . 
对 偶 地 ,我 们 可 写 出 命题 1 的 对 偶 命 题 如 下 ,请 读者 务必 认真 
地 用 图 追踪 给 出 证 明 . 这 对 人 掌握 图 追踪 法 是 很 有 益 的 . 
命题 1 对 kg 中 下 行 正 合 上 行 满足 ix =0 的 交换 图 
A BC 
| 


If 8 © | 
| 


0 一 一 一 一 一 个 Be 


必 有 唯一 的 JE Homr (A“,A) 使 新 图 为 交换 图 . 
命题 1' 也 有 如 下 常用 的 推论 . 
推论 1 对 k 吕 中 的 行 正 合 交 换 图 


C 


0 
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必 有 了 唯一 的 FE Hom(A“,A) 定 新 图 为 交换 图 . 

注 2 为 了 简单 起 见 , 作 (上 述 ) 对 偶 翻 译 时 ,文字 (对 象 , 态 身 
记号 ) 上 均 不 加 圈 或 去 圈 , 有 时 照 习 惯 对 图 作 适 当 的 变动 (如 推论 
1 中 那样 ) .今后 对 同一 节 中 的 对 偶 命 题 或 对 偶 定 理 等 ,在 编号 时 
均 作 同 一 编号 ,但 其 中 有 一 个 在 数码 右上 角 加 图 “”, 以 方便 读者 
对 照 .对 不 能 用 对 偶 证 法 的 也 作 这 样 的 处 理 . 对 对 偶 定义 也 作 如 上 
的 处 理 . 对 不 同 节 中 出 现 的 对 偶 命 题 等 ,将 尽 可 能 地 对 后 出 现 者 加 
括号 说 明 . 

注 3 对 有 加 法 群 结构 的 对 象 (如 G ,AG,rk 完 ,Ring 中 的 对 
象 ) 构 作 它 们 之 间 的 态 射 ( 同 态 )f 时 ,要 注意 验证 /(0) = 0. 这 样 
才能 保证 当 一 个 元 素 有 两 种 表示 形式 时 ,通过 f 必 映 到 同一 元 
素 , 即 保证 f 的 完全 确定 (well defined) 性 .这 点 对 处 理 张 量 积 之 间 
的 同 态 特别 重要 .因为 一 般 地 在 A 的 B 中 ,元 素 x 表 成 部 4;@b， 
的 形式 可 能 是 不 唯一 的 . 

注 4 我 们 可 构 作 一 个 范畴 。Mor, 使 

ObsMor= [A —A’|fE Hom m(4A,A 

Homm (A — A’, B EB') = {(i, i) | 在 台中 

A—*B 
Wf “Ys 为 交换 图 | 
A—>B’ 

gMor 中 态 射 合成 由 k 叶 中 态 射 合成 给 出 . 

在 。Mor 中 0 一 >0 是 唯一 的 零 对 象 .在 不 计 同 构 的 差别 时 ， 
可 以 将 。 员 中正 合 列 0 一 >K 一 >A -人 >A“ 中 的 K 认为 是 f 的 核 ， 
也 可 将 正 合 列 A 一 >A’ 一 >C 一 >0 中 的 C 认为 是 f 的 上 核 .于 
是 推论 1 中 的 A 一 >A’ 可 看 成 ,Mor 中 态 射 (t,x ) 的 核 ,推论 1 


中 的 A' 一 -=A 可 看 成 ,Mor 中 态 射 (x ,x) 的 上 核 .因此 这 两 条 推 
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论 意 味 着 :范畴 RMor 中 一 切 态 射 都 有 核 与 上 核 .对 一 般 范畴 中 态 
射 的 核 与 上 核 , 我 们 将 在 本 章 末 节 ( $7) 中 介绍 . 
利用 kMor 的 构 作 法 我 们 又 可 构 作 k 员 上 的 短 正 合 列 范 
呈 s SE ,使 
ObgSE= {g 驶 中 的 短 正 合 列 | 
Hom ss(0 一 ~A BC >»00— >A :>B <>C— >0) 
0—>A—>B—>C—>0 
=|(f,g,h)| 在 x 钢 中 A ,a ,hy ”为 行 正 合 
0 一 一 4 一 ~B 一 >~C 一 一 0 
交换 图 | 


”SE 中 态 射 合成 由 "中 中 态 射 合成 给 出 . 
由 注 4, 我 们 可 将 今后 常用 的 短 正 合 列 分 成 同 构 (等 价 ) 类 进 
行 研究 .为 此 ,我 们 给 出 不 用 范畴 语言 的 如 下 定义 . 
定义 3 对 k 纲 中 行 正 合 交换 图 


2 A 


0——— A 


若 f,g,h 都 是 左 R 一 模 同 构 , 则 称 上 图 中 上 下 两 行 所 示 的 短 正 合 
列 是 同 构 的 . 

由 此 定义 可 得 8 驶 中 短 正 合 列 的 等 价 分 类 ( 同 构 类 ). 作为 应 
用 ,我 们 给 出 如 下 定理 .其 中 A@C 表示 e 骂 中 A,C 的 “ 直 和 ”, 它 
首先 是 Abel 加 群 A ,B 的 直 和 , 即 对 加 法 运算 
(aisci1)+ (as,c2)=(a1tasscitcs), VaEA,cEC,I=1,2 
再 规定 R 一 模 运 算 (R 乘 ) 为 
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r(ayc)=(ra,rc), Vr€ER,aEA,cEC 
所 得 的 左 R 一 模 . 驶 中 直 和 的 一 般 定义 将 在 本 章 $6 中 给 出 . 
定理 1 设 
0—>A—>B ->C— >0 (3) 
为 e 骂 中 的 矩 正 合 列 , 则 下 述 三 点 是 等 价 的 : 
(i) 有 左 尺 -- 模 同 态 hh:C->B 使 xh = 了 I.( 右 可 裂 ); 
(ii) 有 左 尽 - 模 同 态 &:B-~A 使 ki = I( 左 可 裂 ); 
(ii) 上 述 的 短 正 合 列 (3) 同 构 于 短 正 合 列 
0—>A—>AMC—>C—>0 
其 中 ii(a)=(a,0), VaEA,rn(a,c)=c, Ya€EA,cEC, 因 此 
BAC. 
定义 4 在 短 正 合 列 (3) 满 足 定理 1 中 (i)、(i)、( 才 ) 之 一 时 ， 
称 (3) 为 可 裂 的 (split). 
定理 1 指出 ;对 短 正 合 列 ,可 裂 \ 左 可 裂 \ 右 可 和 裂 都 是 等 价 概 
为 证 定理 1, 先 证 今后 常用 (其 他 一 些 相 关 学 科 也 常用 到 ) 的 
“五 引 理 ”. 
定理 2( 五 引 理 ) 设 有 k 哎 中 的 行 正 合 交换 图 


fi f2 fs fs 


Al 一 4， 一 一 ~ A A, —— A, 
二 tz © fs (3 ta @) ts 
B, &1 万 B82 B 8&3 B, 81 B。 


则 
(i) zs、zs 为 满 同 态 且 zs 为 单 同 态 时 ,z; 为 满 同 态 ; 
(i)” zs、ts 为 单 同 态 且 zi 为 满 同 态 时 ,z 为 单 同 态 ; 
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(ii) tivst2~\ta ts 都 是 同 构 时 ,z， 也 为 同 构 . 

证 为 便于 看 出 图 追踪 的 优点 ,在 下 面 (及 以 后 有 些 地 方 ) 的 
推 证 中 使 用 记号 “之 " 意 指 前 者 可 推出 后 者 . 必要 时 在 “之 下 方 简 
注 理由 . 

显然 ,(i) 与 (i)">(ii), 且 (i)" 之 证 可 用 与 (i) 之 证 类 似 的 图 追 
踪 法 证 出 .因此 这 里 只 需 证 (i). 用 图 追踪 法 .下面 出 现 的 a,€ A,， 

b; EB; 等 不 再 注 明 . 
Vb,€EB, ei do 使 wla)= 83 (63 ) 二 六 tsfi(as)= gata(a4) 
注 - 
Es g4g3(03) pr 0 过 fi(las)=0>as € Kerfs pe 
Imfs=> 9as 使 as = fs (a3)> gta (a;) 有 类 tsf3(as) Ey 
ta(a4) 元 gs(b3) 一 0 -ts(a3)E Kergs 去 Img: 人 了 02 使 


g2(b;)= 03 一 ts (a3) 9 a, 使 如 (az)= po 5 ts3f2(as) = 


g2t (a2) 一 i g2(b,) 如 条件 bs —t3(a3)>b3=t3(fr(as) + as) 


二 > ts 满 . 图 


建议 读者 分 析 一 下 上 述 证 明 (或 男 用 不 同 的 方法 ) 看 看 只 
(i) 而 言 ,定理 2 中 的 条 件 是 否 可 以 减弱 ? 

作为 定理 2 的 直接 推论 ( 令 A, = B, = As = Bs =0, 注 意 ， 
,,:0-"0 既是 单 同 态 ,也 是 满 同 态 ) 立 得 

推论 2( 三 引 理 ,也 称 短 五 引 理 ) 设 有 k 吕 中 的 行 正 合 交换 
图 


0 


则 
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(i) t2、ts 为 满 同 态 时 ,zs 为 满 同 态 ; 
. (1) ” ‘tz、\ts 为 单 同 态 时 ,zs 为 单 同 态 ; 

(ii) zo、ts4 为 同 构 时 ,zs 为 同 构 . 
推论 3( 短 五 引 理 ) 设 有 R 吸 中 的 行 正 合 交 换 图 


i ' Rn 


| ts ta 
。 / 
0 4 一 一 一 甩 C’ 


则 推论 2 中 的 (ii "与 (让 )) 仍 成 立 . 

证 念 定理 2 之 证 的 分 析 知 ,只 和 需 证 (i). 

设 t, ,ts 为 满 同 态 . 由 zt 满 、x 满 知 tx 满 . 由 上 图 可 换 知 
xt3 满 ,因此 x 满 .于 是 下 行 可 补 上 C 一 0 成 短 正 合 列 .由 此 知 ， 
可 补 上 zs:0->0 使 新 图 仍 为 行 正 合 交换 图 . 注意 ts 当然 是 单 的 ， 
故 由 定理 2 中 (i) 的 证 明 即 知 ts 为 满 同 态 . [L 

下 面 来 证 明定 理 1. 

(i) 一 (过 ) :只 需 证 下 图 中 可 给 出 左 尺 - 模 同 态 p 使 新 图 可 
换 , 由 三 引 理 ( 推 论 2) 即 得 证 . 


0 一 一 A 2 4CoOC 


0 


(图 中 的 同 态 xy 分 别 十 训 (ca)=(a,0) ,YaEA; 与 ma(ayc) 
二 c,YaE€A,cEC 定义 ). 
事实 上 ,由 
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p((a,c))=ila)+h(c), Va€EA,cEC 。 
定义 映射 pg: A 了 DC 一 B, 容 易 看 出 这 是 完全 确定 的 映射 (因为 
gp((0,0))=0) 且 为 左 R 一 模 同 态 . 新 图 的 交换 性 也 古 不 难 直 接 验 
证 的 .由 推论 2 知 p 又 为 同 构 . 
(ii 一 (iii) :类 似 地 ,只 需 在 下 图 中 给 出 左 R 一 模 同 态 y 使 新 
图 可 换 . 


0 一 4 一 -一 AMDC 0 


La 


| 
| 
; | 


0 


事实 上 , 令 
0(O)=(R(D),r(O))， VbEB 
.容易 看 出 y 是 完全 确定 的 左 R 一 模 同 构 且 使 新 图 为 交换 图 . 
(ii) 之 (i) (ii) :在 下 图 中 i ,x 为 已 知 同 态 ,o 为 两 短 正 合 列 
同 构 给 出 的 同 构 . 再 定义 两 个 左 R 一 模 同 态 
is :C 一 人 中 C 
ri:ADC—A 
分 别人 和 使 i,(c)=(0,c), YcE€EC,Axni((a,c))=a,VaEA,.cEC. 


1 区 2 


0 


取 有 = pi ,= ro-! 后 ,容易 验证 
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Nh= xgis x2is = Te 
ki=xig i=xigp "ila 三 TX1z1 三 了 4 
这 就 证 出 了 (i)、(ii). z 口 
在 结束 本 节 时 ,我 们 指出 : 短 正 合 列 刻画 了 商 模 ,可 和 裂 短 正 合 
列 刻画 了 两 项 直 和 .这 是 由 本 节 不 难看 出 的 . 


习 题 1.4 


1. 设 f€ Home (M,NN) ,证 明 : 必 有 正 合 列 


0 >Kerf— >M-/>N—>Cokerf— >0 


2. 设 M 为 左 R 一 模 .证 明 下 述 各 点 是 等 价 的 ， 
(i) M 为 单 模 ( 定 义 见习 题 1 .3); 


(ii) 对 一 切 f/fEHomn (M,N) ,0 一 >M ->N 为 正 合 列 ; 


(让)” 对 一 切 gE€Homg (N,M),N 一 >M 一 >0 为 正 合 列 . 
3. (i) 设 M 为 有 限 的 循环 Z - 模 ( 即 有 限 循环 加 法 群 ). 证 明 : 必 有 2 一 
模 的 短 正 合 列 
0—>Z—Z—>M—0 
(ii) 证 明 : 必 有 2Z 一 模 正 合 列 
0>Z/2Z—Z/4Z—Z/4Z—2Z/2Z—0 
(证 ) 证 明 ; 必 有 无 穷 的 Z 一 模 正 合 列 
"2Z/4Z>2Z/4Z>2Z/42Z—… 
4. 设 V 为 实 线 性 空间 ,dim Re ww =j,j=1,2,3. 
(i) 给 出 两 个 实 线 性 空间 同 态 f\g 使 
0 一 -Vi 8»V, iV,—>»0 
在 V、V> 处 正 合 ,但 在 Vs 处 不 正 合 ; 
(i) 对 (中 给 出 的 f, 给 出 实 线性 空间 同 态 g 使 
0 一 -~ Vi >y, Vy,—> 0 
为 正 合 列 ; 
(二) 对 (iD 中 给 出 的 g ,给 出 实 线性 空间 的 同 态 使 
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0 ——Vi 一 工 v >» 0 


5. 设 A 全 BwC 为 左 R 一 模 同 态 列 .证 明 ; 此 列 为 正 合 列 的 充分 必 
要 条 件 是 有 左 R -- 模 同 态 的 交换 图 


\/ 
pe 


7 
A \ 


其 中 含 “0” 的 列 都 是 正 合 的 . 
6. 证 明 对 推论 2 中 的 行 正 合 交换 图 ,如 果 ts 是 同 构 , 则 
(i) 2 为 单 同 态 的 充分 必要 条 件 是 4 为 满 同 态 ; 
(DD)"” zz 为 满 同 态 的 充分 必要 条 件 是 ts 为 单 同 态 . 
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在 本 节 中 我 们 讨论 的 范畴 都 是 模范 畴 ,可 以 是 同一 环 上 的 左 
( 右 ) 模 范畴 ,也 可 以 是 不 同 环 上 的 左 ( 右 ) 模 范畴 .虽然 ,Hom 与 
及 本 节 论 述 的 正 合 性 也 可 推广 到 其 他 一 些 范畴 ,但 这 些 推广 都 是 
照搬 式 的 .因此 为 易于 读者 接受 ,我 们 这 里 论 及 的 函 子 都 是 模范 畴 
,9 间 的 加 法 阻 子 .事实 上 ,我 们 感 兴趣 的 函 子 Hom 与 凶 都 是 加 
法 函 子 . 

先 给 出 如 下 定义 . 

定义 1 设 %,9 为 模范 畴 ,下 :8>9 为 共 变 加 法 函 子 . 

(i) 若 对 中 的 任 一 正 合 列 
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0—>A —**B -E>C (1) 
0 一 FA FB SFC (1 


在 9 中 都 是 正 合 列 , 则 称 下 为 左 正 合 的 (left exact) ; 
(i)" 痢 对 中 的 任 一 正 合 列 


C—F>B—>A— >0 (2) 
FC SFB FA— >0 (2) 


在 9 中 都 是 正 合 列 , 则 称 下 为 右 正 合 的 (right exact); 

(ii) 如 果 下 同时 是 左 正 合 的 与 右 正 合 的 , 则 称 下 为 正 合 的 
(exact ) . 

定义 下 (部 分 地 对 偶 于 定义 1) 设 %,9 为 模范 畴 ,下 ;一 9 
为 反 变 加 法 函 子 ， 

(i) 若 对 乡 中 的 任 一 正 合 列 (2),2 中 的 (1) 都 是 正 合 列 , 则 称 
厂 为 左 正 合 的 ; 

(i)” 车 对 中 的 任 一 正 合 列 (1),9 中 的 (2) 都 是 正 合 列 , 则 
称 下 为 右 正 合 的 ; 

(iai) 如 果 下 同时 为 左 正 合 的 与 右 正 合 的 , 则 称 下 为 正 合 的 . 

左 、 右 正 合 列 (1)、(2) 常 常 被 统称 为 半 正 合 列 , 左 \、 右 正 合 ( 共 
变 \ 反 变 ) 函 子 也 常常 被 统称 为 半 正 合 函 子 . 

注 1 上 述 定 义 中 ,“F 为 加 法 ( 共 变 \ 反 变 ) 了 浮子 ”中 的 “加 法 ” 
条 件 可 以 省 去 ,所 得 定义 仍 是 等 价 的 .在 本 章 $7 中 我 们 将 证 明 这 
一 点 .此 外 ,我 们 提醒 读者 注意 :上 面 对 反 变 函 子 左 ( 右 ) 正 合 的 定 
义 是 按 该 孙子 变 出 的 正 合 列 是 左 ( 右 ) 正 合 列 ( 即 0” 出 现在 左 ( 右 ) 
方 ) 而 命名 的 . 

, 从 上 述 定 义 立 得 如 下 结果 . 
命题 1 定义 1、 定 义 1° 中 的 (1)、(2) 统 一 地 代 之 以 短 正 合 列 


0—>A—B-mC—>»0 (3) 
所 得 的 定义 分 别 与 定义 1 定义 工 等 价 . 
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命题 2 设 .9 都 是 模范 畴 . 

(i) 车 下 :>9 为 共 变 加 法 函 子 , 则 

下 左 正 合 合 下 保持 核 , 即 ,对 台中 任 一 同 态 8, FF(Ker8) 二 
KerFB; 

下 右 正 合 售 FF 保持 上 核 . 即 , 对 中 任 一 同 态 8, 下 (Cokerp) 
CokerFB; 

下 正 合 合 下 保持 核 与 上 核 合 下 保持 短 正 合 列 售 下 保持 正 合 
列 . 

(i)” 若 下 :%@>9 为 反 变 加 法 函 子 , 则 

下 左 正 合 合 政 变 上 核 为 核 . 即 , 对 8 中 任 一 同 态 8， 
F(CokerB)KerFp; 

下 右 正 合 售 F 变 核 为 上 核 . 即 , 对 中 任 一 同 态 B, FF (Kerp) 
~CokerF?8; 

下 正 合 合 F 变 核 为 上 核 且 变 上 核 为 核 GF 将 名 中 短 正 合 列 
箭头 倒转 地 变 成 9 中 相应 的 短 正 合 列 售 下 将 中正 合 列 箭头 倒 
转 地 变 成 9 中 相应 的 正 合 列 . 

下 面 先 来 讨论 函 子 Hom 的 正 合 性 .由 本 章 $2 的 例 3、 例 4 与 
定义 4 可知 ,对 模范 畴 (如 k 纲 .Nk 等 )Hom(M ,一 ) 为 共 变 加 法 函 
子 , 而 Hom( 一 ,NN) 则 为 反 变 加 法 沙子 .现在 ,我 们 来 证 明 如 下 的 
更 进一步 的 结果 . 

定理 1 对 模范 畴 ，, 

.(i) Hom( MM ,一 ) 为 左 正 合共 变 函 子 ; 

(i) ”Hom( 一 ,入 ) 为 左 正 合 反 变 哨 子 . 

证 只 和 需 证 (i),(i) “的 证 明 大 体 上 可 仿照 (i) 的 证 明 . 

为 证 (i) ,只 需 对 任意 的 模 正 合 列 ( 因 本 定理 适用 于 许多 情况 ， 
为 简单 起 见 ,不 再 标示 环 以 及 左右 模范 上 畴 ) 


0 一 *4--B_- 上 -C >0 (3) 
都 有 正 合 列 
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0 — >Hom(M,A)- ~>Hom(M,B) >~Hom(M, C) 
其 中 

a: =Hom(M,—)(a):o~> ag, VEHomn(M,AI) 

8. =Hom(M,—)(B):r > pr, VrEHom(M,B) 

下 面 分 三 步 来 证 . 

(a) w , 单 : 即 设 c .(c)=ac=0 来 证 c=0. 

事实 上 ,ac = 0 二 ao(M) =0=> o(M)=0=>oc=0,YoE 
Hom(M.,A). 

(b) Ima . CKer8. : 即 证 8. ac. =0. 

事实 上 ,由 B, a,. = (Ra), =0. =0 即 知 .建议 读者 用 图 追踪 
法 重新 证 明 这 一 部 分 . 

(c) Ker8 ,SIma. :用 图 追踪 法 . 

注意 VrEKerB, , 即 8, (rt)= pr=0, 只 和 需 证 
joc€Hom(M,A) 使 t=a,(o)= ac. 为 此 只 需 证 对 M 的 任意 元 
m 有 rt(m)=ac(m). 

VmE MR lm)=0>r(m)E Kerp Ss Ima—> 3 | 
aEA 使 a(a)=Tt(m) 二 可 定义 co:M 一 A 使 os(m)=a 壹 ac(m) 
=a(a)= rt(m). | 口 

作为 定理 1 的 直接 推论 ,我 们 得 

推论 1 设 天 为 域 , 则 

* = Homx (—, K);:L Sk—L Sx 
为 左 正 合 反 变 (加 法 ) 了 沙子 ,其 中 LSk 表 K 上 的 线性 空间 范畴 . 
推论 2 设 尺 为 任意 环 , 则 
x = Horig{(—, R):rMMr )—WMr (RM) 
为 诺 正 合 反 变 ( 加 法 ) 函 子 . 

注 2 以 后 将 会 看 出 ,当天 为 域 ( 甚 至 更 广 的 环 类 ,如 Artin 

半 单 环 ) 时 * = Homx (一 , K ) ,或 更 一 般 地 , Homx (一 ,L)(LE 
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LSx) 都 是 正 合 反 变 函 子 .但 对 一 般 的 环 R; HomRg (M ,一 )， 
Homn (一 ,入 ) 都 未 必 为 右 正 合 ( 正 合 ) 的 . 见 下 面 二 例 即 知 . 
例 1 令 R=Z,M=Z/2Z =1{0,1|, 考 察 -M 中 的 正 合 列 
0 一 >Z 一 >Q 一 二 QZ 一 -0 
其 中 Q@ 表 有 理 数 加 群 (作为 Z 一 模 ). 我们 来 证 :Homz (M,Q ) = 
0, 但 Homz (M, Q/Z) 关 0. 由 此 即 知 B. 非 满 ,因此 ， 
Homz (MM ,一 ) 非 右 正 合 . 

事实 上 ,VfEHomz (M,Q ), 令 f(1)=g, 则 

f(2°1)=2f(1)=24g 
| Ee 0 
_ daEQ 

f(0)=0 

由 f 的 任意 性 即 知 Homz (M,Q )=0. 

作 FE Homz (M,Q/Z) 使 f(1) = 地 + (注意 f(0)= 
f(2:1)=2f(1)=1+2Z =Z , 即 f(0)=0, 这 是 一 个 完全 确定 的 同 
态 ), 则 f 关 0. 于 是 Homz (M ,Q/2Z ) 尖 0. 

例 2 对 例 1 中 的 六 =2 与 正 合 列 , 取 六 =Z , 则 Homz (Q ,2Z) 
=0 但 Homz (Z ,Z ) 人 一 Z 和 关 0. 因 此 ,Homz (一 ,NN) 非 右 正 合 . 


事实 上 ,VfEHomz (Q ,Z ), 记 .大 二 )= >, (m,n)=1,f(1) 
一 之 1 , 则 


Am) rfl) me 


f(r 于 )=nf( 于 )=nz， V0OKFn€EZ 


由 (m,n)=1 知 nn|z| 对 无 穷 多 个 n EZ 都 成 立 , 因 此 zi =0. 但 
由 上 知 mzi = nz, 于 是 z=0. 由 此 知 f=0, 从 的 任意 性 知 
Homz (Q ,Z )=0. 

由 上 面 二 例 知 ,研究 对 什么 样 的 模 M(N) 才 能 使 
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Hom( M ,一 )(Hom( 一 ,入 )) 右 正 合 ,也 就 是 使 Hom(M ,一 ) (Hom 
(一 ,入 )) 正 合 , 是 有 重要 意义 的 . 以 后 我 们 将 看 到 这 正好 分 别 是 
M 为 投射 模 以 及 N 为 内 射 模 的 特征 性 质 . 

下 面 来 讨论 函 子 CO( 张 量 积 函 子 ) 的 正 合 性 .我 们 来 证 明 如 下 
结果 . 

定理 2 设 R 为 任意 环 , ME 员 g,N ER 吐 , 则 M69 一 与 
一 CN 都 是 相应 范畴 间 的 右 正 合共 变 函 子 . 

证 只 需 对 M69 一 进行 证 明 (对 一 9N 的 证 明 是 类 似 的 ). 注 
意 其 共 变 性 已 由 本 章 § 3 定理 11 指出 ,这 里 只 需 再 证 右 正 合 性 . 

任 取 (比如 kg 园 中 的 ) 正 合 列 


A—»B -tC—»0 (4) 
注意 
MOY—(a) = [ya 
MO - (8)= HGp 
且 对 同 态 列 
MBA MG MBC 
有 
(Iu®P) Iv@e) = Iu pr =,0 
于 是 有 
(i) Im(I,a)CKer( 8). 
再 来 证 


《ii) Ker( I YB)CIm( I Wa). 
为 证 明 这 一 点 ,考察 下 图 (其 中 x 为 标准 同 态 ,为 简单 起 见 ， 
Co 下 方 的 R 均 省 去 ). 与 群 同 态 定理 同 理 ， 由 (i) 知 , 必 有 模 同 态 8 
使 下 页 图 的 为 交换 的 , 且 
Bl(m@b+ Im(Iy a))=mOB(b), VmEM,bEB 
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ff 
wa /mst 


因此 ,为 证 (ii) 只 需 证 8 为 同 构 (此 时 I B= Br 满 ,因此 也 顺便 
证 出 了 Iu 的 8 满 ). 为 此 ,来 找 8 的 着 同 态 . 
从 上 图 中 MxC 出 发 ,定义 图 中 的 映射 了 使 
f(m,c)=mWob +Im(IyWa), VmEM,cEC 
其 中 0EB 使 6F00)=c( 注 意 8 满 ). 
车 B(b’)=B(b)=cEC,b EB, 则 8(b 一 5b )=0, 即 
b—b C Kerp 元 、 Im a 
因此 有 aE€A 使 5b 一 5b =a(a). 此 时 
mb — mb = mb -6)= (I Wa) ma)E Im( I a) 
由 此 知 ,f 是 完全 确定 的 . 
容易 验证 f 为 双 加 R 一 平衡 的 (R 交换 时 为 双 线 性 的 ). 于 是 
由 张 量 积 的 泛 性 质 知 , 有 上 图 中 的 模 同 态 了 使 @ 为 交换 的 , 即 
f(mc)= mb + Im(Iv Oa) 
易 验 知 f B 及 B f 都 是 恒 等 同 态 . 故 B 为 同 构 . 
(ii) xB 满 :已 由 上 上段 证 明 上 顺便 给 出 . 
总 上 即 得 欲 证 . 口 
注 3 MOO—, ON 都 未 必 为 左 正 合 的 ， 因此 未 必 为 正 合 


的 . 这 可 由 下 例 说 明 ， 
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例 3 令 R=Z,M=Z/2Z ,此 时 虽 有 Z 一 模 正 合 列 


0—>Z—>Q—>Q/Z——>0 
但 ( 见 本 章 $3, 例 1) 
0 一 ~AM % 2 Me Q/Z 
Z2Z ,， 0 

显然 不 正 合 .因此 M09 一 未 必 左 正 合 . 

注意 Z 为 交换 环 , 取 N=M 则 MGCOX 一 XCOM= XOON. 
于 是 由 此 即 知 一 CON 也 未 必 为 左 正 合 的 . 

研究 M®—, ON 左 正 合 (定理 2 已 指出 它们 是 右 正 合 的 、 
这 里 的 “ 左 正 合 "事实 上 即 。 正 合 ”) 的 条 件 将 引出 又 一 个 重要 的 模 
类 一 一 平坦 模 . 平 坦 模 与 投射 模 、 内 射 模 是 模 论 及 同调 代数 中 的 三 
大 重要 模 类 .我 们 将 在 下 章 中 逐 节 进行 介绍 . 

现在 对 Hom 函 子 研究 较 弱 一 些 的 问题 . 即 , 不 要 求 
Homg (A ,一 )、Homx (一 ,A) 将 一 切 短 正 合 列 变 成 短 正 合 列 ,而 只 
要 求 它们 将 一 类 特殊 的 短 正 合 列 变 成 短 正 合 列 ,看 看 A 应 满足 什 
么 条 件 ? 

注意 R 一 模 短 正 合 列 

0 一 -KK 一-M-<-N 一 >0 (5) 

中 最 关键 的 是 中 间 项 M ,因为 N = Img , 开 一 Kerg 都 是 由 MM 及 由 
M 出 发 的 同 态 g 确定 的 .事实 上 ,天 可 看 作 是 M 的 子 模 , NN 可 看 
作 是 IM 的 商 模 . 

先 看 看 函 子 Homk (A ,一 ). 由 上 已 知 它 是 左 正 合共 变 的 .要 
求 它 将 (5) 变 成 短 正 合 列 ,显然 等 价 于 要 求 

Hom (A,M)- 一 >Hom (A,N) 
是 满 同 态 . 即 Y7yEHom,(A,N), 必 有 YEHomn (A,M) 使 
g:(7)=g7=7 
由 此 引出 下 述 M 一 投射 模 的 概念 . 
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定义 2 设 M,AEr 完 .车 对 任 一 满 同 态 gEHomRg(M,N) 
以 及 任 一 同 态 YE Homxr (A ,NN) 都 有 YEHomxr (A ,M) 使 
7=gY7 
即 图 
. ,A 


4 
7 y 


M 


人 一 ~ ( 


为 交换 图 , 则 称 A 为 M 一 投射 ( 左 R 一 ) 模 (M - projective modu- 
le). 

于 是 我 们 得 到 

命题 3 设 4,MER 吸 , 则 下 述 两 点 是 等 价 的 : 

(i) A 是 M -投射 的 ; 

(ii) 对 每 一 个 以 M 居中 的 se 吕 中 短 正 合 列 (5)， 


0—>Homa (A,K) ->Home (A,M)-S>Homa (A,N)——»0 
是 正 合 的 . 
对 偶 地 (为 了 统一 地 用 (5), 不 拘 于 直接 的 “对 偶 翻 译 ”) 有 
定义 2 设 M,AEk 园 . 铬 对 任 一 单 同 态 FE Homs(K,M) 
与 任 一 YEHomr(K ,A), 都 有 YEHomr(M ,A ) 使 
7=7f 
即 下 图 


2 BJ Nom A Or 


为 交换 图 , 则 称 A 为 M 一 内 射 ( 左 RR ) 模 (M -injective modu- 
le). 

对 偶 地 可 得 

命题 3” 设 A,MEEk 驶 . 则 下 述 两 点 是 等 价 的 : 

(i)” A 是 M 一 内 射 的 ; 

(ii)” 对 每 一 个 以 M 居中 的 ¢ 员 中 的 短 正 合 列 (5)， 


0— >Homx (N,A) E>Homx (M,A) >Homx (K,A)—*»0 
是 正 合 的 . 
M 一 投射 模 与 M 一 内 射 模 都 是 近 十 几 年 来 研究 的 热门 对 象 
之 一 .在 下 章 将 看 到 ,对 一 切 M 都 是 M 一 投射 的 (M 一 内 射 的 ) 模 
正好 就 是 投射 (内 射 ) 模 . 当然 ,对 函 子 @ 也 可 相应 地 引入 M 一 平 
坦 模 的 概念 .但 它 可 转化 为 M 一 内 射 模 的 研究 ,相对 地 说 ,意义 较 
小 .这 里 不 再 介绍 . 


习 题 1.5 


1. 设 ME Mk , NER. 证 明 : 对 任意 的 mE M,nE€N， 
009n = Co00=0 
-(mOn)=(-m)Wn= mO(—n) 
a(mn)=(am)Wn=mO(an), Va€Z 
2. 在 k 观 中 证 明 : 短 正 合 列 
0>K—~M—>N—0 
可 裂 的 充 要 条 件 是 K 为 M 一 内 射 的 或 N 是 M 一 投射 的 . 
3. 在 z 员 中 证 明 :Homz (Z/22Z ,一 ) 与 Homz (一 ,Z/2Z ) 都 不 将 正 合 列 
0-Z 一 2 一 Z /122Z 一 0 
变 成 正 合 列 . - 
4. 在 k3 中 用 不 同 于 定理 1 的 证 法 证 明 Homg (M ,一 ) 的 左 正 合 性 . 
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$6 直 和 与 直 积 


在 本 章 $4 中 ,我 们 已 处 理 了 两 个 R 一 模 的 直 和 ,借以 刻画 可 
裂 短 正 合 列 . 在 本 节 中 我 们 将 两 个 R 一 模 的 直 和 推广 到 任意 多 个 
R 一 模 的 直 和 ,并 介绍 其 对 偶 概 念 一 一 直 积 .然后 给 出 它们 的 泛 性 
质 , 从 而 得 到 适用 于 一 般 范畴 的 直 和 和 与 直 积 的 定义 .为 了 今后 应 用 
的 需要 ,在 下 节 中 我 们 还 将 给 出 模范 畴 中 函 子 Hom、 的 与 直 和 、 直 
积 的 关系 .在 本 节 中 我 们 总 是 用 也 表示 集合 ,可 以 是 有 限 集 ,也 可 
以 是 无 限 集 . 先 给 出 如 下 的 定义 . 

定义 1 设 RR 为 任意 环 ,A;Eg 观 ,YjEJ. 对 它们 的 笛 卡 尔 
积 (Cartesian product) 

ES = {0 )=(0) 1a E A, jE 
按 分 量 定义 如 下 向 量 式 的 运算 . 
(aj)+(6;)=(a;+6,) 
r(a)=(ra) Vr€ER,a;,b;€E A 
则 得 一 个 左 R 模 , 记 为 [A; , 称 为 {A; |; EJ 了 Ii 的 直 积 (direct 
product) 或 积 (product). 

定义 2 定义 1 中 由 

{(…,a;,…)| 只 有 有 限 个 非 零 分 量 | 
构成 的 卫 A; 的 R 一 子 模 称 为 |A;1; Ei 的 直 和 (direct sum) 或 上 
积 (coproduct), 记 为 再 A 或 BA,. A 称 为 了 LA; 的 (第 j 个 ) 直 和 
项 (summand) .在 |J| =?2<oo 时 ,也 记 上 述 直 和 为 A; 中 … 中 有 ， 


或 由 4 ,有 时 也 记 为 [A 。 

在 有 些 文献 上 也 称 直 积 为 强直 积 或 完全 直 和 ,而 称 直 和 为 弱 
直 积 . 

显然 地 ,由 定义 可 知 
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JIA; STA,， 当 |J| = co 时 ， 
jeJ jE€J 
二 A, = 下 Ai， 当 nn 芝 oo 时 . 
现在 来 看 几 个 例子 . 
例 1 设 民 为 除 环 ( 体 ), 则 任意 的 MER 骂 ( 即 M 为 R 上 的 
线性 空间 ) 必 有 基 ( 即 为 自由 模 ). 于 是 必 有 J 使 
MHR 
例 2 容易 证 明 : 对 任意 环 R， ,车 M 为 自由 左 ( 右 )R- 模 ,以 
| z， 7 了 为 基 ， 则 M 也 可 表 如 
M~ LR 
当 |J1=n< oo 时 , 常 记 JR = Re ,对 一 般 的 刀 则 记 卫 R 为 


RW" 或 R .对 一 般 的 尺 - 模 A 也 常 将 直 A 记 为 A", 称 为 A 的 n 
次 直 和 荞 (direct power). 

例 3 设 M<MER 吸 J=1,2,M 站 M: =0 且 Mi+M2= 
M , 则 M 一 Mi 中 M; , 常 记 为 M = M1 中 M. 

注 1 一 般 地 ,者 A;,<AE RW,j€E] 且 有 

(i) A= 名 全; ; 

(ii) A., NB- 三 0， 


则 称 A 为 14; 17E 才 的 内 直 和 (intemal direct sum) , 记 为 2 Ai ( 注 
意 ” 2， 上 有 ”。). 而 和 定义 2 中 定义 的 直 和 称 为 外 直 和 (external di- 
rect sum). 
注意 到 有 R 一 模 同 构 
A; 二 (…,0,…,0,A 
则 知 
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因此 ,以 后 我 们 将 不 再 区 分 内 直 和 与 外 直 和 ,统称 为 直 和 . 
定义 3 设 R 为 任意 环 ,在 & 吐 (或 Jie ) 中 对 于 A = 了 A 或 
4= 意 4 ,规定 
pi((a;))=a;, Vi,j€EJ, a;:EA., 

称 这 个 满 同 态 p, :A 一 > A 为 这 个 直 和 或 直 积 的 第 个 标准 投射 
(canonical projection). 

规定 

Ai((a;))= (6;a;) 

即 

Ai((a;))=(,0,°,0,a;,0,°%), Vi,jEJ,a€EA, 
称 这 个 单 同 态 4;: A, > A 为 此 直 和 或 直 积 的 第 i 个 标准 单身 
(canonical injection). - 

由 此 定义 可 看 出 如 下 结果 成 立 . 

命题 1 在 定义 3 中 , 必 有 

(i) piA; = sla ,Vi,jE]; (1) 

(ii) 在 A= 二 A 时 ， 

Eb = (2) 
且 对 任意 的 cEA， 

|ijlp(a)A#0}|<o 
因此 ， 上 面 同 态 等 式 中 ， 左 庙 作用 于 A 的 任 一 元 素 都 事实 上 是 一 
个 有 限 和 ; 

(者) 上 述 的 (i), (ii) 给 出 了 直 和 的 特征 性 质 , 即 , 有 RR - 模 满 
同 态 p; :A 一 > A; 与 R 一 模 单 同 态 4;:A; > A 满足 (1),(2) 的 充 
要 条 件 是 有 R 一 模 同 构 4 全 了 As， 

注 2 若 B< A;€ mM p(B)- ;，VjEJ, 则 称 B 为 
{A, |; EE 省 的 亚 直 积 或 次 直 积 (subdirect en 显然 了 A;, 了 A; 
都 是 { A; 17 EJ 的 亚 直 积 .… 
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下 面 我 们 介绍 直 和 与 直 积 的 特征 性 质 一 一 泛 性 质 (universal 
property) .以 便 将 上 述 定义 向 一 般 范 畴 推广 . 

定理 1( 直 和 的 泛 性 质 , UP ) 对 任意 的 环 尺 ,在 k 骂 (Wg ) 中 
A 二 了 A; 的 充 要 条 件 是 有 a € Homa (A ,A)YjEJ, 使 对 任意 的 
XE "各 (Re) 与 有 EHoma (A, ,和 X) 都 有 唯一 的 gE Homx (A ,XX) 
使 ga, = f; ,VjEJ, 即 有 一 族 交换 图 


aj 


人 
P / 


’” 


称 为 {| 的 直 和 , 记 为 p= 开矿 

证 这 :不 妨 设 A= 了 LA .定义 p= 名 fip: , 即 

pla)= efipila), Va€EA (4) 

其 中 p, 由 定义 3 给 出 .由 命题 1(ii) 知 ,对 任意 的 a, 上 式 右 端 都 是 
一 个 有 限 和 ,因此 p 是 一 个 确定 的 R 一 模 同 态 . 再 取 a, =4;( 见 定 
义 3), 则 

Mj; (a;)= Efip: (Ai (ai )) 元 万 (ohVY7cJOcA 
即 (3) 中 的 图 为 交换 图 . 

再 证 9 的 唯一 性 . 若 VEHomg(A,X) 也 使 图 (3) 交 换 , 则 

$a) Bi PENp; (a) = Bap (a) 

fp;(a) 直 p(a), VaEA 


Oa 


因此 y= 9. 
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取 X= A ,由 已 知 条 件 知 岂 是 交换 的 , 取 久 = A, 用 上 上段 已 证 结 
果 知 多 是 交换 的 .由 中 、@ 的 交换 性 并 注意 当然 地 有 下 面 的 交换 图 


知 gqp = I . 同 理 知 PY = Tna . 故 9 为 R 一 模 同 构 . 即 A LA;. 


口 
通俗 地 讲 , {A,} 的 直 和 就 是 可 使 一 切 A,“ 打 进去 ”的 始 对 象 . 
由 定理 1 可 立 得 如 下 推论 . 
推论 1 在 定理 1 中,- 
(i) a; ,7 EJ 都 是 单 同 态 ; 
(ii) 对 任意 的 gE Homx (X,Y),gf; €E Homs (A;,Y),jE€EJ. 
因此 ， 


2 Bf ef l 
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(iii) 当 A= 14, 时 ， 
p(a)= (IN)(a)- Ef (0), ‘Ya=(*…,a;,")EA 
作为 直 和 的 应 用 ,我 们 来 看 两 个 例子 .其 中 例 5 是 一 个 有 用 的 
结论 , 例 4 则 给 出 一 个 有 用 的 方法 . 
例 4 设 MEr 骂 ,S=EndeM 为 M 的 自 同 态 环 . 则 M 可 分 
解 为 非 平 凡 直 和 ( 即 直 和 项 天 0， M) 的 充 要 条 件 是 S 有 非 平 几 的 
将 等 元 ( 即 有 e 坟 0:1,e? = eE S) 使 eM 尖 0， M. (注意 M 有 显 见 
的 左 S 一 模 结 构 ). ” 
事实 上 , 若 e€E€S,e 头 0,1,e:=e, 则 e+ (1 一 e)=1( 这 里 的 
“1” 为 S 的 单位 元 , 即 ,M 上 的 恒 等 自 同 构 和) .于 是 
M=eM+(i-eM 
车 xzEeM 站 (1-e)M, 则 有 m,miEM 使 
T=emi:=(1-e)m 
但 
emi=e’mi=e(1-e)m=(e-e)m=0 
因此 zx =0, 靶 . 
eMN(1- eM=0 
从 例 3, 并 注意 e 为 M 上 非 零 的 自 同 态 且 e 关 I , 知 
M= eMO(1- eM 
月 这 是 一 个 非 平凡 的 直 和 分 解 . 
反 过 来 , 设 
M= MDM,, M,, M,A0,M 
则 有 M 上 的 R 一 模 自 同 态 (到 第 一 直 和 项 的 投射 ) 
Ti:M—~M 
Ti(mi,m2)=m, VmEM,i;=1,2 
显然 , x; EEndrM 满足 
1 一 Tl， Ti 天 0,1 
于 是 S 有 非 乎 凡 的 笑 等 元 . 
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由 此 例 知 , M 有 无 非 平凡 直 和 分 解 与 $=EndrM 有 无 非 平凡 
关 等 元 是 等 价 的 两 件 事 .无 平凡 直 和 分 解 的 模 又 称 为 不 可 分 解 模 
(indecomposable module) . 特别 地 ， 对 于 环 及 ,由 于 不 难 验证 . 

EndrR =Homs (R,R) 

为 同 构 于 R 的 环 , R 能 否 分 解 为 非 平 几 左 ( 右 ) 理 想 的 直 和 与 R 
有 无 非 平凡 每 等 元 是 等 价 的 . 比如 ,Z 无 非 平凡 乱 等 元 ,因此 Z 不 
能 分 解 为 非 平凡 的 在 ( 右 ) 理 想 之 直 和 .这 与 Abel 群 的 理论 中 2 的 
不 可 分 解 性 是 一 致 的 . 

今后 为 简单 起 见 ,将 Abel 加 群 (有 时 也 看 作 环 )Z jn2 记 为 2Z,. 
于 是 

Z, ={0,1,.…,n—1| (iaod n 运算 )Ez 


例 5 考察 Abel 加 群 和 Ey 骂 .注意 30=2.3: 5, 洒 =15, 汪 


=10,3 了 0=6, 且 15 Z ,6 2Z»,6 Zw 都 是 Zw 的 子 群 (Z - 子 模 ). 因 


此 有 单 同 态 
15 Z > Za 
10Z ,> Zo 
62 SZ 

由 定理 区 直 和 的 泛 性 质 ) 知 有 唯一 的 QZ 一 模 同 态 

中 四 加 :15 Do 由 10 Zo 中 6 Zr 一 Za 
另 一 方面 ， | 
Imi =15 Z +10 Zo +6 Zo =5(3 Zo +2 2 ) +6 2 

5， 7 Loot 0 Lo 


_2u 
=>2u+ 针 2 40) 


(5;6)=1 


即 i 为 满 同 态 . 但 


30 县 和 与 县 从 7 


15 Zo = {15 ,0| 
10 DZ = {10,20,0| 
于 是 
15 Z ~%, 10 Zo Ls, 6 Zo Ls 
由 此 知 . 
|15 Do 中 10 Zoo HP Za | = 30= | Zoo | 
因此 ,i 为 同 构 . 故 有 2 一 模 分 解 ( 即 Abel 群 的 直 和 分 解 ) 
Do ZH BD DZ 
由 此 例 的 方法 可 类 似 地 证 明 : 设 G 为 n 阶 循环 群 (G 二 Z, )， 
n= Ph P2 …P& ,Pi ,P;，…,P 为 个 不 同 的 素数 , 则 
GZ, TZ DZ DPDZp, 
对 偶 于 定理 1 ,我 们 给 出 直 积 的 泛 性 质 如 下 : 
定理 1*( 直 积 的 泛 性 质 ,UPn ) 对 任意 的 环 RR, 在 kx 跻 中 A 
HA, 的 充 要 条 件 是 有 BE Homr (A,A,), VjEJ, 使 对 任意 的 
XErM 与 8; EHomr (X,A,),i EJ, 都 有 唯一 的 VE HomnR (X,， 
A ) 使 


即 有 一 族 交 换 图 
A, bp A 
A 
Ve; pe . (3)° 
pl Vj€J 
了 


/0 J TT HIALIH 


称 y 为 {g;| 的 直 积 , 记 为 J= Hg,. 

在 证 明 此 定理 之 前 ,我 们 需 注意 :定理 1 之 证 中 “=>” 部 分 不 能 
对 侦 地 用 于 本 定理 “>" 之 证 ,因为 若 取 y= 24,g; ,作用 于 X 的 元 
素 将 不 是 有 限 和 ( 当 |J| = c 时 ). 因 此 我 们 采用 如 下 证 法 . 

定理 工 之 证 二 :不 妨 设 A= Aj, 取 = 思 .定义 y 使 

J(z)=(g(7)), VrEX 

则 JEHomr (XX,A) 且 

By(T)=py(r)=p,((g:(7))= g(x), VrEX,;EJ 
即 (3)" 为 交换 图 . 

再 证 y 的 唯一 性 . 若 y, € Homa (X, A ) 也 使 (3)" 为 交换 图 . 
则 对 任意 的 zEX 以 及 任意 的 jEJ, 有 

phi(z)=g;(7)= pp(x) 

即 y (rz)=y(rz), YrEX. 故 y= y. | 

二 ;对 偶 于 定理 1“<=” 之 证 .此 处 从 略 . 口 

由 此 定理 知 , {A;|} 的 直 积 就 是 可 使 一 切 A,“ 拉 出 来 ”的 终 对 
象 . 

由 定理 1 与 定理 1 的 启发 ,我 们 可 以 给 出 对 任意 范畴 % 都 适 
用 的 直 和 与 直 积 概念 (但 不 能 保证 对 每 个 范畴 % 的 任意 对 象 集 它 
们 都 存在 ,尽管 下 面 可 证 “如 存在 ,在 同 构 (等 价 ) 意 义 下 必 唯 一 ”). 

定义 4 设 % 为 任 一 范畴 ,|A; 17€ CObE(J 为 集合 ). 如 
果 有 AEOb% 与 a; EHomwe(A;,A), VjEJ, 具 有 如 下 的 泛 性 质 . 

对 任意 的 XEOb 与 FEHomes(A,X) 都 有 了 唯一 的 pE 
Homs(A ,XX) 使 

po=fi, VIEJ 

即 有 一 族 交 换 图 
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则 称 (A ,a ) 或 A 为 对 象 A;, VY;EJ 的 上 积 或 直 和 , 记 为 A= 
了 4 . 当 IJ1= =<o 时 也 记 为 A, 了 I… 工 A 或 人 A 
定义 4 设 乡 为 任 一 范畴 ,{4;17EJCObK6(J 为 集合 ). 如 
果 有 AEOb% 与 B EHomws(A,A;),YVjEJ, 且 有 如 下 的 泛 性 质 . 
对 任意 的 XEOb% 与 g; € Home(X, A ) 都 有 唯一 的 yE 
Homs(X ,A) 使 


[1 三 8 9 V7JEJ 
即 有 一 族 交 换 图 
pb, 
A, A 
Pp4 
vy Pg Vy 
gi EJ 
Zz 43| J 
p 4 
VXA 


则 称 (4 ,有 ) 或 A 为 对 象 A ,VjEJ 的 积 或 直 积 , 记 为 A= 全 A， 


当 |J| =2< co 时 也 记 为 A; 工 … 开 A， 或 LA, 
注 3 在 定义 4 与 定义 4 中 我 们 都 强调 了 “J 为 集合 ”这 是 很 
重要 的 .事实 上 ,可 以 证 明 ( 人 参看 [PP,79,p.45j): 若 在 范畴 多 中 ， 
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任意 的 {A; 1; EJ COb% 都 有 积 ,其 中 丁 为 一 个 真 类 ( 非 集合 的 
类 ), 则 对 任意 的 A ,BEOb%, |Homs(A,B)| 志 1. 这 种 范畴 称 为 
预 序 (preordered) 范 畴 . 

对 任意 集合 J ,以 及 任意 的 1A |j EJ 了 1COb%, 了 IA;( 卫 A; ) 都 
存在 的 范畴 乡 称 为 带 积 (上 积 ) 范 畴 (category with products (cop- 
roducts) ) .可 以 证 明 : 带 积 的 小 范畴 必 为 预 序 范畴 ( 仍 见 [PP,79， 
p.45]). 由 此 又 可 顺便 看 出 .se 驶 不 是 小 范畴 (建议 读者 想 想 看 ,这 
是 为 什么 ?). 

现在 设 % 为 一 个 范畴 ,我 们 来 作 一 个 范畴 P . 取 J 为 任 一 个 集 
合 , 且 取 

Ob ={(X, {g,|)|XEObSE, g, EHoms(X,A,), Vj;EJ 
Hom p ((X,{g;}),(Y,{h}))= {f€EHom eo (X,Y)|hf= g,, ViET 
态 射 合成 即 8 中 的 态 射 合成 . 由 定义 4 知 ,8 中 和 A;17EJ 咱 的 积 如 
存在 , 则 必 为 P 的 终 对 象 .因此 由 本 章 $1 知 LA; 如 存在 , 则 在 同 
构 意 义 下 是 唯一 的 . 

类 似 地 (对 偶 地 ) 对 上 积 可 构 作 一 个 范畴 CP, 用 始 对 象 性 质 同 
理 可 知 吊 A; 如 存在 ,在 同 构 意 义 下 也 是 唯一 的 .于 是 我 们 得 到 

定理 2 ”任意 范畴 % 中 对 象 集 {A; |17 EJ 省 的 积 或 上 积 , 如 存 
在 , 则 在 (% 中 ) 同 构 意义 下 必 是 唯一 的 , 且 {A;| 的 次 序 可 以 重 排 ， 
因此 积 与 上 积 在 同 构 意义 下 都 满足 交换 律 与 结合 律 . 

下 面 再 给 出 几 个 例子 . z 

例 6 取 范 畴 的 对 象 类 为 全 体 有 理 数 集 Q@ (因而 是 小 范 
畴 ) , 态 射 集 为 


ab}!s \ 
Home(a,b) =1 ? | ， a 三 6 时 


2， a >b 时 


Po cpa 一 Yuc ， 当 a 二 be 时 
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S= {a EQ1;EJI,J 为 一 集合 
则 容易 看 出 
p15| 
Ee -igfla;! 
这 个 例子 给 出 了 “对 一 些 对 象 集 可 能 不 存在 积 与 上 积 ,但 在 存 
在 时 则 一 定 唯 一 的 小 范畴 例子 . 
例 7 取 范 畴 的 对 象 类 为 全 体 正 整 数 (当然 也 是 集合 ), 态 
射 集 为 
Hom( p)={ alb(a 整除 5) 时 
ONe\a，, 、 纪 ， a+b 时 
Grpw=9u, alb 且 blc 时 
给 出 . 任 取 正 整数 的 一 个 有 限 集 
S= {al ,02 ,an | 


则 可 看 出 
la 一 [ai ;0Q29""" Qn ](ai "CC2， “Cn 的 最 小 公信 数 ) | 


站 a =(a1,0a2,…,an)(a1r42,…sas 的 最 大 公约 数 ) 

显然 ,在 这 个 范畴 中 积 或 上 积 车 存在 则 必 唯 一 . 同时, 有限 积 、 
有 限 上 积 都 存在 ,但 无 限 积 、 无 限 上 积 可 不 存在 .一 

值得 注意 的 是 :对 有 零 对 象 的 范畴 ,作为 命题 1, (i) 的 推广 ,我 
们 可 得 如 下 更 一 般 的 结果 . 当然 ,对 一 般 的 范 栈 无 法 如 定义 3 那样 
定义 4%, ,p;. 因 此 下 面 的 推广 结果 只 能 是 较 弱 的 形式 . 

定理 3 设 范畴 有 和 零 对 象 ,(A,) = 了 A;. 则 对 一 切 jE 了 J， 
必 有 唯一 的 h; E Homx(Aj.,A) 使 

b: h; = Osla ， Vi,j€J 
证 在 定义 4 的 图 (3)" 中 取 义 = A, , 且 取 
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gi = Osla 
则 由 直 积 的 定义 知 , 必 有 唯一 的 hEHoms(A; ,A ) 使 
Bih; = g:; = 051A 图 

定理 3” 设 范 畴 有 零 对 象 ,(A,a) = 二 A;, 则 对 一 切 

jEJ, 必 有 了 唯一 的 上 EHome(A ,A;) 使 
kia; = ;Ta,, Vi,j€J 

证 注意 ， 若 0 为 多 的 零 对 象 , 则 0"=0 为 多 "的 零 对 象 ,而 定 
理 3 对 一 切 有 零 对 象 的 范畴 都 成 立 . 同 时 ,多 中 的 积 即 6" 中 的 上 
积 . 由 此 即 知 本 定理 一 定 成 立 . 口 

由 此 我 们 得 到 推论 1,(i) 的 如 下 推广 . 

推论 2 设 范 畴 有 零 对 象 ,(A,P)= UA ((A,a,) 三 
A;), 则 B 都 是 满 态 射 (a 都 是 单 态 射 ). 

证 ”由 定理 3、 定理 3" ,并 注意 1 是 中 既 单 又 满 的 态 射 , 即 
得 证 . [L 

推论 2 中 的 e ,8 有 了 时 也 记 成 i ,mi ,分 别 被 称 为 相应 直 和 ( 直 
积 ) 的 标准 单 射 与 标准 满 射 . 


习 题 1.6 


1. 设 {A;1j EJ 为 ( 左 )R 一 模 的 一 个 集合 , A € x9N, € Homa (Ai， 
A),p, EHoms (A,A,). 

(GD 车 (4, 力 ) = 于,, 证 明 : (A,) 二 了 IA, 的 充分 必要 条 件 是 
1JI<oo; 

(2) 给 出 并 证 明 (1) 的 对 偶 命题 . 

2. 在 e 观 中 设 A= DA ,7: A 一 B 为 同 构 , 证 明 B= Df;). 

3. 在 台中 设 f ,6 € Hom。 (A ,A),jEJ, f= Uf, g= Hp;- :征明 ; 
ft+g= (f+s). 

如 黑 f= 了 ,g= 了 pg; ,f+g= 卫 (# + &;) 是 否 成 立 ? 为 什么 ? 
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4. 设 集 合 J= 厂 UJ( 即 J=UJ,1NJ= 名 ), {A;1jEJi 是 ( 左 ) 
R 一 模 的 一 个 集合 . 试 给 出 适当 的 RR 一 模 同 态 使 
0-> II A, ee 


jE 
0> I 4 一 开 A; 一 于 Ai 一 0 
j€EJ JE 了 和 也 
都 是 可 裂 的 短 正 合 列 . 
5. 在 集 范畴 S 中 研究 积 与 上 积 的 含意 . 
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在 本 节 中 我 们 来 讨论 两 类 重要 函 子 Hom 与 @@ 同 直 和 、 直 积 的 
关系 . 即 Hom 与 作用 于 直 和 、 直 积 ,能 得 到 那些 结果 ? 我 们 感 兴 
趣 的 主要 是 模范 畴 .但 由 上 节 可 看 出 ,在 推广 模范 畴 的 结果 时 “有 
零 对 象 ”范畴 类 还 嫌 太 大 ,因此 得 到 的 结果 不 尽 人 意 . 本 节 中 我 们 
将 研究 本 章 $2 定义 的 预 加 法 范畴 以 及 要 求 更 强 的 加 法 范畴 . 特 
别 是 对 加 法 范畴 我 们 将 证 明 :加 法 函 子 都 保持 有 限 直 和 与 有 限 直 
积 .由 于 Hom,@ 都 是 加 法 函 子 ,因此 讨论 它们 与 直 和 、 直 积 的 关 
系 时 重点 将 放 在 无 限 直 和 与 无 限 直 积 上 . 

先 回 顾 一 下 预 加 法 范畴 的 概念 ( 见 本 章 8$2 定义 3). 所 谓 “% 
是 预 加 法 范畴 "是 指 范 畴 多 有 零 对 象 ,一 切 % 对 象 间 的 态 射 集 都 
是 加 法 Abel 群 ,在 态 射 可 合成 且 可 加 时 ,加 法 与 合成 满足 分 配 律 . 
现在 来 介绍 预 加 法 范 团 与 本 节 内 容 相关 的 一 些 性 质 首先 由 定义 
即 得 : 

命题 1 设 % 为 预 加 法 范畴 , A € Ob%, R = EndsA = Hom。 
(A,A), 则 以 态 射 合成 作为 乘法 ,R 是 一 个 (有 单位 元 I 的 结合 ) 
环 . z 

在 环 EndsA 中 当然 有 如 下 的 态 射 合成 等 式 : 

tr(—0o)= -to=(—rt)o 


(tT)(-6o)=7ro 
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事实 上 ,对 .%% 中 可 合成 态 射 ,比如 o€ Homs(A,B),rt€Homs(B， 
C) 时 ,rt、o 可 合成 为 to ,这 两 个 等 式 仍 成 立 . 即 
命题 2 设 《 为 预 加 法 范畴 ,r,o 为 使 rz 有 意义 的 态 射 , 则 
tr(—0o)=—-w=(-rt)o 
(—r)(—-o)= ro 
证 在 色 中 当然 有 r0=0,0c= 0( 尽 管 这 些 0 含意 不 同 ， 为 简 
单 起 见 , 按 原来 的 约定 不 加 区 别 ). 于 是 由 


.0=r0=r(ot+(-0))=re+r( -0) 


知 

i tr(—0)=— 

由 - 
0=0c=(r+(-r)o=z+( 一 rz)a 

(Tt)o=—7ro 

因此 : 

0=0(-o)=(r+(-r))(-o)= -rot+(-r)(-o) 
下 : 


(-zr)(-c)=z 口 
现在 对 预 加 法 范畴 ， 我 们 可 以 对 |J1< oo 的 情况 强化 上 节 定 
理 3 定理 3" 且 给 出 概括 上 节 命题 1 的 一 些 结果 . 
定理 1 在 预 加 法 范畴 4 中 ， 设 ai € Homs( A; ,，,A),i=1,2, 
…,n;, 则 下 述 三 点 是 等 价 的 : 
() (A,m)= A,; 
(ii) 有 唯一 的 Bp EHomx(A ,A;) 使 
Rui = 05a , i,j=1,2,°",n (1) 


ap = (2) 
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(ii) 有 BEHome(A,A,) 使 上 述 的 (1)、(2) 成 立 . 
证 〈i) 之 (ii):(1) 式 已 由 上 节 定 理 3 得 出 .下 证 (2)( 注 意 由 
上 节 定 理 3 已 知 满足 (1) 的 { 8 是 唯一 的 ,这 里 不 必 再 讨论 唯一 


性 ). 二 
事实 上 ,由 (1) 有 
(ZB ) a， = Za (Bai) zaila, = a,= Ta., 
再 由 下 图 
A, A 
y : i=],2,.…,n 
| 
4 


用 直 和 定义 中 的 泛 性 质 知 , 是 唯一 使 这 些 图 为 交换 图 的 态 射 . 
因此 (2) 必 成 立 . 

(ii) 之 (iii) 是 当然 的 . 

(证) 过 (让 ): 设 对 A, {a 上} 有 {Bj]} 使 (1)、(2) 成 立 . 任 取 BEOb% 
与 r; EHom(A;,B). 令 


8 = Zep €E Homs(A,B) 


则 
ga; = 2 zi (Bia; ) 亏 cha; 
加 ta 


即 有 交换 图 
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B 
若 又 有 gE Homs(A,B) 也 使 上 图 可 换 , 即 
ga =T, J=1,2,.…,n 
则 8 =el sg Sp = Sse) = = 
因此 上 述 的 g 是 唯一 的 . 故 由 直 和 的 定义 知 


(A,a)=1A, 口 
推论 1 (i) 对 定理 1 中 满足 三 条 件 之 一 的 A 与 {86}， 
(A,B)=1A, (3) 


(ii) 在 预 加 法 范畴 中 , 若 (3) 成 立 , 则 
(A,a,) = 4, 
故 在 预 加 法 范畴 中 , 当 |J| < eco , LA; 与 4; 可 不 加 区 别 . 
证 只 需 证 (3) ,其 他 是 显 见 的 . 
任 取 XE Ob%, ge E Home(X,A), 只 需 证 :有 唯一 的 多 E 
Homs(X,A) 使 6 =g ,j=1,2,…,n, 即 y 使 下 图 可 换 
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这 样 就 得 出 (3). 

事实 上 ; 取 

$= Saig: E Hormw(X ,A) 
则 
BY = Saig: TI,8; = Bj， j=1,2,.…,n 

从 而 知 y 存在 . 

车 又 有 EHome(XX,A) 也 使 By = gj; ,j=1,2,…,n, 则 

yp = Fi (py ) = Sa; = y 

从 而 又 得 出 y 的 唯一 性 . 图 

现在 我 们 引进 比 预 加 法 范畴 更 强 的 加 法 范畴 概念 ,从 而 由 扒 
论 1 可 得 到 一 个 有 趣 的 结果 (下 面 的 推论 2). 


…, A。 都 有 直 和 La , 则 称 多 为 加 法 范畴 (additive category). 

显然 .AG 都 是 加 法 范 时 但 S 不 是 预 加 法 范畴 ,因而 更 不 
是 加 法 范畴 . 

由 推论 1 立 得 

推论 2 在 加 法 范畴 中 任何 有 限 个 对 象 都 有 直 积 . 因此 , 若 
为 加 法 范畴 , 则 % 的 反 范畴 8 “也 是 加 法 范畴 . 


事实 上 ,车 % 中 (A, 包 )= 卫 A , 则 在 多 "中 ， 
(A’=A,p',)= HA',=14, 
由 推论 2 知 ,对 侦 原理 对 加 法 范畴 可 放心 使 用 . 即 ,对 一 切 加 
法 范畴 都 成 立 的 命题 ,其 对 偶 命题 对 一 切 加 法 范畴 也 都 成 立 , 只 需 
证 明 其 中 的 一 个 即 可 .对 预 加 法 范畴 也 是 如 此 ,因为 预 加 法 范畴 的 


反 范 畴 显然 也 是 预 加 法 范畴 .现在 我 们 已 有 不 少 对 偶 概 念 .如 始 对 
象 与 终 对 象 , 单 态 射 与 满 态 射 , 直 和 与 直 积 , 左 正 合 与 右 正 合 等 .也 
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已 经 知道 了 一 些 自 对 偶 的 概念 ,如 零 对 象 , 同 构 ( 等 价 ) 等 - 
现在 我 们 可 据 此 写 出 定理 1 的 对 偶 形 式 而 不 必 再 证 . 
定理 1” 在 预 加 法 范畴 多 中 , 设 BE Homs(A,A;),j=1,2， 
…, 2, 则 下 述 三 点 是 等 价 的 : 
(D (A,B)= 1A,; 
(i) 有 唯一 的 a; €E Homw(A;, A) 使 
Pia; = OsTa, ， 717 三 上 ,过 7 (1) 


> 二 了 4， (2) 

(ii) 有 a; EHoms(A; ,A) 使 上 述 的 (1)、(2) 成 立 . 

下 面 再 给 出 范畴 论 中 十 分 重要 的 对 偶 概念 一 一 态 射 的 核 与 上 
核 .由 于 一 般 范畴 (即使 在 有 零 对 象 的 范畴 ) 中 的 对 象 未 必 是 集合 . 
更 未 必 有 代数 结构 .因此 模范 畴 、 环 范畴 中 核 与 上 核 的 定义 无 法 昭 
搬 .为 解决 这 个 困难 先 给 出 模 同 态 的 一 个 关于 核 的 泛 性 质 . 设 
在 ke 观 中 f€EHomr(A,B).f 的 核 在 同 构 意义 下 可 视 为 (K,i) 其 
中 K 二 Kerf,i:K 一 A 为 单 同 态 ,也 可 将 i 视 为 f 的 核 .由 习题 
1.3 第 7 题 (2)( 也 可 直接 证 明 ) 知 Kerf=(K,f) 具 有 如 下 的 泛 性 
质 : 户 =0 且 对 任意 的 DERk 吸 ,gEHomas(D,A), 若 启 =0, 则 必 
有 唯一 的 rE Homr (D,K) 使 if =g. 

利用 这 个 泛 性 质 ,我 们 不 难 给 出 对 有 零 对 象 范畴 适用 的 如 下 
定义 . 

定义 2 设 范 畴 经 有 和 零 对 象 , 因 而 有 零 态 射 , FE Homs(A， 
B). 若 (K,i)(KEOb%,iEHoms(K ,A)) 满 足 f=0 且 有 如 下 的 
泛 性 质 :对 任意 的 DEOb% 与 g€Homs(D,A), 若 fg=0, 则 必 有 
了 瞧 一 的 rE Homy (D,K) 使 ic = g. 即 有 了 唯一 的 z 使 下 图 成 交换 
图 . 
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>> 


则 称 (K,i) 或 i 为 f 的 核 (Kernel), 记 为 (K,i)= Kerf 或 ;= 
Kerf: 有 了 时 也 记 成 K=Kerf. 

容易 直接 验证 :定义 2 中 工 的 “了 唯一" 去掉 而 另 加 上 “i 为 单 态 
射 ( 左 可 消 ) 后 所 得 的 定义 仍 与 定义 2 等 价 . 

对 定义 2, 我 们 可 构 作 一 个 范畴 改 / 使 
Ob K, ={(D,g)|DEObE,gEHome(D,A) 使 z=0] 
Hom «x((D, ,81),(D, ,g2))= [mm | EHome (Di ;,D; ) 使 gti=gl| 
区 中 态 射 合成 由 名 中 态 射 合 成 给 出 . 

显然 地 ,Kerf= (K ,i) 为 Kj 的 终 对 象 .因此 有 

定理 2 在 有 零 对 象 范畴 名 中 的 任 一 态 射 上 共有 核 , 则 在 同 
构 意义 下 是 唯一 的 . 

这 里 讲 的 是 “在 同 构 意 义 下 ?是 唯一 的 .事实 上 并 非 真 正 的 唯 
一 .比如 (K,i) = Kerf, 当 K’ 和 之 K 时 显然 由 定义 2 知 (K ,igp) 也 
是 Kerf. 这 正如 在 (k 观 ) 正 合 列 

0O—>K SA -一 >B 

中 KK 未 必 为 A 的 子 模 ; 但 通常 也 将 KK 看 作 Kerf 的 道理 一 样 . 

对 偶 于 定义 2, 我 们 有 

定义 2” 设 范畴 多 有 零 对 象 , 因 而 有 零 态 射 , AfE Homs( A， 
B). 若 (C,x)(CEOb%, x EHoms(B,C)) 满 足 xf=0 且 有 如 下 
的 泛 性 质 :对 任意 的 DEOb6 与 gE€Home(B,D), 在 gf=0 时 必 
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有 唯一 的 cE 和 过 ome(C,D) 使 or = g, 即 o 使 下 图 为 交换 图 ， 


则 称 (C,x) 为 f 的 上 核 (Cokernel), 记 为 (C,x)=Cokerf 或 x = 
Cokerf, 也 记 为 C= Cokerf. 

对 偶 地 可 验证 :定义 2" 中 sg 的 唯一 性 去 掉 , 但 加 上 “x 为 满 态 
射 " 后 所 得 的 定义 与 定义 2* 是 等 价 的 .同时 仿 前 构 作 一 个 范畴 CK 
后 ,容易 看 出 Cokerf 二 《C ,x) 为 CK 的 始 对 象 , 因 而 有 

定理 2”. 在 有 零 对 象 范 畴 % 中 的 任 一 态 射 了 若 有 上 核 , 则 在 
同 构 意 义 下 是 唯一 的 . 

作 类 似 于 前 面 的 分 析 , 可知 Cokerf 一 般 地 也 未 必 唯 一 , 且 
对 k 台 而 言 ,对 f:A 一 B 必 有 正 合 列 


A >B >B/Imf= Cokerf(R 一 模 同 态 的 上 核 ) 
由 定义 2 中 的 图 可 看 出 :对 那里 的 DD 与 g:B->D, 由 gf=0 知 
Kerr = Imf/CKerg 

因此 必 有 o:Cokerf= B/Imf 一 D 使 ox = g. 但 x 为 满 同 态 ( 等 价 
于 范畴 意义 下 的 满 态 射 ) ,因此 o 是 唯一 的 .由 此 知 ,定义 2 中 是 
义 的 上 核 落实 到 。 吸 中 与 尺 -- 模 同 态 的 上 核 是 一 致 的 . 

容易 证 明 

命题 3 在 有 零 对 象 的 范畴 中 ， 

(i) 单 态 射 的 核 为 (O,0)( 前 一 个 “0O" 表 零 对 象 ,后 一 个 “0” 表 
零 态 射 ); 
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(i)" 满 态 射 的 上 核 为 (O ,0); 

(ii) 零 态 射 的 核 与 上 核 都 是 同 构 (等 价 ). 

对 预 加 法 范畴 不 难 验 证 如 下 结果 ,建议 读者 作为 练习 补 出 证 
明 . 

命题 4 设 % 为 预 加 法 范畴 , 则 

(i) 中 态 射 f 为 单 态 射 的 充分 必要 条 件 是 Kerf=0( 即 (O， 
0)); 

(i)” 多 中 态 射 f 为 满 态 射 的 充分 必要 条 件 是 Cokerf=0; 

(ii) 对 中 任 一 对 象 A, 记 EndsA =Homs(A,A). 若 iE€ 
Homs(B,A),xEHoms(A,B) 满 足 ni= 1 , 则 ix 为 EndsA 中 的 
特等 元 ( 宪 等 态 射 ) 且 i = Ker( hin); 

(iii) 若 cEEnd。A 为 攻 等 元 且 Kera = (Ai ,2 ) ,Ker( 天 一 a) 
一 (A;,,i,), 则 

(A,ii,iz)=Al IA。 (也 记 为 (A,i)= A ILA,) 

注 1 在 命题 4, (十 ) 中 ,Kera,Ker(I4 一 a) 的 存在 性 是 作为 
已 知 条 件 设 下 的 .这 是 该 结论 的 美中不足 之 处 .本 节 末 我 们 将 定义 
比 ( 预 ) 加 法 范畴 更 强 的 Abel 范畴 ,在 该 类 范畴 中 任何 态 射 都 有 
核 .从 而 命题 4, (让 ) 在 Abel 范畴 中 可 以 被 完美 成 令 人 满意 的 结 
果 . 

下 面 我 们 对 加 法 范畴 给 出 Hom 与 直 和 、 直 积 的 关系 .这 些 结 
果 当 然 适 用 于 模范 畴 . 对 @C) 与 直 和 、 直 积 的 关系 ,我们 将 只 对 模范 
畴 给 出 . 

先 处 理 加 法 函 子 与 有 限 直 和 ( 直 积 ) 的 关系 .我 们 来 证 明 如 下 
的 重要 结果 .读者 此 时 注意 到 Hom,@ 都 是 模范 畴 间 的 加 法 函 子 
将 是 有 益 的 . - 

定理 3 设 必 .9 为 两 个 加 法 范畴 ,下 :>9 为 浮子 ( 共 变 或 反 
变 ), 则 下 述 各 点 是 等 价 的 : 

(i) 下 为 加 法 函 子 ; 
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(ii) 下 保持 有 限 直 和 , 即 
F(LA,)~HF(A,), V A, EObE,j =1,2,.…,n 
(ii)" 下 保持 有 限 直 积 , 即 
F(A IF(A), VAEObG,j=1,2,,n 
(iii) 下 保持 两 项 直 和 , 即 » 
F(A, I[A,)=F(A.)I[F(A,), VA'i,A,EObE 
(证 7 下 保持 两 项 直 积 , 即 
‘F(AII[A,)>F(A)IIF(A,), YA,,A,EOb® 
(iv) F(A HA)=F(A)HF(A), VAEOb®E 
(iv)” F(AI[A)F(A)IIF(A), VAEOb® 
证 注意 由 推论 1 知 (i 与 (i) (过 ) 与 (让 ) (iv) 与 (iv) 都 分 
别 是 等 价 的 ,同时 , (i) 二 (二 ) 二 (iv) 是 当然 的 .因此 ,只 需 证 (i) 二 > 
(站) 与 (iv) 过 (i). 
男 一 方面 下 反 变 与 下 共 变 之 证 是 对 偶 的 ( 仍 用 推论 1). 下 面 
的 证 明 中 我 们 可 设 下 为 共 变 的 函 子 . 
(i) 之 (ii) :因为 函 子 下 保持 态 射 合成 与 恒 等 态 射 ,又 由 下 为 
加 法 函 子 知 下 又 保持 态 射 的 加 法 与 零 态 射 .于 是 用 定理 1 即 可 由 
(i) 得 (i). 
(iv) 二 (): 取 (C,a;)= A ILA. 由 推论 1 知 (C,B)=AIlA. 
车 (iv) 成 立 , 则 有 (为 简单 起 见 , 均 将 “二 ” 视 为 <=”) 
(FC, Fa)= FA I[FA(FA 表 F(A), 下 同 ) 
由 推论 1 知 AI[A=AIA, 因 此 又 有 
(FC, FB8,)= FAILFA 
于 是 对 任意 的 f,g EHoms(A,B) 必 有 下 面 的 《中 交换 图 ， 以 及 
经 下 作用 后 得 到 的 9 中 的 相应 交换 图 : 
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- 刍 中 名 中 
4 A FA FA 
了 4 | f i 
B ol pd Ff 
| {es pal ~ 
一 二 一 (人 一 一 一 pm 一 一 -一 sm 1 
ET 7? > FAT IC FO 8 
pb 叶 Fp, pod 
入 A 六、 Fe 
A A FA FA 


由 此 并 用 推论 1、 定理 1 之 证 法 知 下 述 四 式 成 立 ( 未 用 到 下 保持 加 
法 ! 这 正 是 要 证 的 ): 


Y= ogit og Tata (3) 
p= thBi t+ tp ee fh + gp, (4) 
Fy= Fa + Fa,( 同 (3) 之 理 ) (5) 
Fp = FfFB1 + FgFB,( 同 (4) 之 理 ) (6) 
于 是 由 (3)、(4) 可 得 
py = (Jp + gB,)(al + a, a fo + gp a, /la + gla 
=f+g : 

由 此 知 “ 

FoFy=F(py)=F(f+g) (7) 


男 一 方面 ,由 (5)、(6) 又 可 得 
FoFy = (FfFB8 + FgFp,)(Fal + Fa,) 


有 定理， Ff+reg (8) 
仿 上 
故 由 (7)、(8) 即 得 z 
F(f+g)=Ff+Fg, Vf,g€EHom(A,B) 
即 下 为 加 法 孙 子 . 国 


定理 3 可 用 于 解决 本 章 8 5 遗留 下 的 一 个 问题 .我 们 将 此 写 
成 如 下 推论 . 
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推论 3 设 下 为 模范 畴 间 的 共 变 或 反 变 函 子 , 则 本 章 $5, 定 
义 1 与 定义 1" 中 “加 法 ( 函 子 ) ”的 条 件 省 去 后 ,所 得 定义 仍 分 别 与 
原 定义 等 价 . 

证 只 需 证 明 去 掉 可 加 条 件 定义 的 右 正 合共 变 函 子 下 一 定 
保持 二 项 直 和 , 即 可 由 定理 3 知 下 必 为 加 法 函 子 . 左 正 合 与 反 变 
的 情况 是 类 似 的 . z 

事实 上 , 设 在 模范 畴 中 B= A 只 C, 由 本 章 § 4 的 定理 1 知 , 必 
有 可 裂 正 合 列 

0-~A 二 8B-~C-0， 广 = 有 
用 下 作用 后 (注意 F“ 右 正 合 " 且 共 变 ) 必 得 正 合 列 
FA>rFB>FC™>0, 
且 由 
FT 
知 Fi 为 单 同 态 .于 是 有 可 裂 正 合 列 
0>FA BEB*FC™0, FpFi = I,, . 


再 用 一 次 本 章 $ 4 定理 1 即 得 
FB= F(AWC)~FAWEFC. [] 

对 预 加 法 范畴 ,我们 有 如 下 的 重要 结果 .由 于 模范 畴 为 预 加 法 
范畴 ,这 些 结果 对 模范 畴 当然 成 立 . 

定理 4 设 % 为 任 一 个 预 加 法 范 酶 , 则 

(i) Homse( Uh, ,B) 者 了 Homs( A, B), 
其 中 0(p) = (mu )， V pe fome( A, Bb) a; 为 了 A 的 标准 单 
射 :A， A; ; 


(i)° Homse(B, HA ) 污 古 Hom«e( B, A, ), z 
其 中 9.(9)= (pp), V po € Home(B, HA;), 6 为 IA; 的 标准 投 
射 : La, — A,; 


9 JJ 有 于 人 和 本 LO CI 瑟 有 旺 和、 有 人 有 大 人 > 
(ii) Home( LA. , LB,) Pe mA , B; ). 
J 


证 显然 (让 )、(i)" 和 >( 让 .又 (i) 与 (i)" 的 证 明 方法 是 对 偶 的 , 因 
此 只 需 证 明 (i). 

首先 注意 , (i) 中 给 出 的 0 显然 为 Abel 群 同 态 .下 面 只 需 证 0 
(作为 群 同 态 或 映射 ) 是 满 且 单 的 . 

事实 上 , 任 取 

(f)€ I Home(A,;,B) 
则 f EHoms(A;,B), VjEJ. 由 % 中 直 和 的 泛 性 质 ( 见 上 节 定 义 
4) 知 , 必 有 了 唯一 的 
PE Home( HA, ,B) 

使 pa =f;,VjEJ, 因 此 有 唯一 的 gp 使 9(g)=(f;). 故 60 为 满 且 
单 的 . 口 

由 上 我 们 得 到 

推论 4 设 % 为 预 加 法 范畴 , 则 

(i) Home( 一 ,B) 为 变 直 和 为 直 积 的 反 变 函 子 ; 

(ii) Home(B ,一 ) 为 变 直 积 为 直 积 ( 保 直 积 ) 的 共 变 函 子 ; 

(证 ) Homs( 一 , B) 与 Homw(B, 一 ) 都 是 加 法 函 子 ,因此 都 保 
持 有 限 直 和 与 有 限 直 积 . 

注 2 定理 4 中 “过 "表示 从 左 到 右 有 Abel 群 同 构 9. 这 已 蕴 
含 了 左 端 出 现 的 中 之 直 和 ( 直 积 ) 是 存在 的 . 对 模范 畴 ,由 于 直 
和 与 直 积 都 必然 存在 ， 洁 也 可 改 为 宇 : 对 任意 的 范畴 则 改 为 
“=~”( 指 左右 端 集合 等 热 , 即 1 一 1 对 应 ) .而 对 适当 的 双 模 范畴 ， 
定理 4 中 的 Abel 群 同 构 可 以 加 强 为 适当 的 模 同 构 (参看 本 章 § 3， 
定理 12 ). 

注 3 一 般 地 ,即使 对 AG( 即 z 吸 ) , 当 |J 了 | = oo 时 ， 
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Hom( IA,,B)S I Hom(A,,B) 
jE€]J jE 
I Hom(A;,B) 
因此 Hom 的 第 一 变 元 为 无 穷 直 积 时 得 不 出 类 似 于 定理 4 的 结果 . 
这 由 下 例 即 知 . 
例 1 设 本 为 正 整 数 集 ,R=Z ,|pi ,ps，,…,p,，…| 为 全 体 素 
数 的 集合 (是 无 穷 集 ). Ai =Z。=Z/p;Z ,而 


B= (1z) / (Mz,) 

任 取 jEJ, 则 A, 是 由 1( 即 modp, 运算 下 1 的 同 余 类 ) 生 成 的 p 
阶 循环 群 .因此 对 一 切 FE Homz (A;,B),f 由 f(1) 完 全 确定 .但 
fA0)=f(p,* 了 ,车 / 产 0, 划 /(0)( 在 B 中 ) 必 有 无 穷 多 个 分 量 不 
为 0, 于 是 了 不 能 是 加 群 同 态 ( 因 为 不 保持 0 的 对 应 ). 由 此 知 
Homz (A., ,B)=0, VjEJ. 故 

起 Homz (A; ,B)= 0 

全 Homz (A, ,B)= 0 

但 由 了 2z， 各 了 Z, 知 ,标准 同 态 
aA 3 (UA )/ (LA) 

即 不 为 0, 于 是 。 - 

Homyzy (HA ,已 ) 天 0 


放 上 面 两 个 非 同 构 在 本 例 中 是 必然 的 . 
考虑 对 偶 范畴 ,用 反 证 法 可 知 :一 般 地 , 当 |J| = 
Hom(B, [LL A;)~ HL Hom(B,A,) 


Hom( B,A,) 
事实 上 ,者 这 两 处 关 ” 改 为 有 一 个 总 是 同 构 , 表 明 该 同 构 对 
一 切 预 加 法 范畴 都 成 立 , 则 由 对 偶 原 理 知 不 可 能 出 现 例 1 中 的 反 
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例 .当然 ,也 可 用 下 面 两 例 分 别 说 明 它们 不 可 能 总 是 同 构 ， 
例 2 取 B=R ,在 R 台中 
Homr(B, IA;)= Homr(R, LA;)~ HA; 
而 1 
UL Homr(B,A,)= 上 Homa (R, A, ) UA 
在 |J| = oo 时 一 者 一 般 不 会 同 构 ， 
例 3 将 例 1 中 的 B 改 为 
Bb = ” 
A; ,J RR 等 仍 同 例 1 的 规定 . 易 见 (m 关 nn 时 ,考虑 零 元 素 的 对 
应 ): 
~ bp ? 当 1IZ 一 7 时 
Homz (2 2o) 0， 当 m 关 nn 时 
于 是 
Homy (B ,LA ) 一 Hom> (UA, ,LA ) 
a Homz (Ai, BA) = Homs (2 , HZ, ) 
对 任意 的 fE€ Homz (Do ' UZ ) ， 
pf(1)=f(p:°1)=/£(0)=0 
因此 , F 产 0 时 必然 有 Imf=Z (否则 f(0) =0 不 会 成 立 ). 由 此 可 
知 
Homz (Z, ,二 Lp ) 人 Homz (Z, ,2, ) 一 Do 
故 
Homz (也 , A, ) 守 二 Homz (Z »" Z » 2, 
但 
LHom; (B,A,) = 地 Homz (UZ, ,用 ) 
x 全 wp 起 直 Homz (2Z,, 2 
Hom (B 9 [A )¥H Hom(B , A; ) . 


96 周一 章 ”范畴 与 唤 于 及 其 在 模 论 中 的 应 用 


对 孙子 @Q(AG 一 ,与 -GOB) ,我 们 已 经 知道 它们 都 是 加 法 函 
子 .因此 由 定理 3 知 : AQ 一 与 一 GOB 都 保持 有 限 直 和 (有 限 直 


积 ). 下 面 我 们 来 给 出 更 一 般 的 结果 . 当 R 为 交换 环 或 对 适当 的 双 
模范 畴 ,下 面 结 果 中 的 AG 同 构 可 以 加 强 为 适当 的 模 同 构 . 
定理 $5 设 RR 为 任意 环 , 则 
“(i AEM:,B,E ,jEJ 时 


4GIB SH ARB,) 
其 中 0(a@(b;))= (QQ )， YaEcA,OEBi JE 
(ii) A; EMe ,EJ.BErMH 
(UA BPE LB) 
其 中 bi((a; )b) 一 (aicop )， V a; EC Ai ,J EJ,bEB; 
(ii) A; E Mr ,i ET, B, ERM,IEJ 时 
(A. ,HB, ) 守 和 0B; ) 
当 R 为 交换 环 时 ， 上 述 三 个 同 构 都 是 R 一 模 同 构 . 
证 (过) 入 (i) (ii 是 当然 的 .这 里 只 4 需 证 (证 ). 
令 A= ITA; 的 标准 单 射 集 为 1 1i | ,标准 投射 集 为 { 记 |;B = 
LB 的 标准 单 射 集 为 {a | ,标准 投射 集 为 {B}. 由 上 节 命 题 1 知 
DPA: = oala, 9 >) Aip; = La 
<4. iET 
Bias = 0 ， B= I 
由 此 知 , 同 态 列 
A: 0B; 
中 的 同 态 满足 
(p: 8B A Da) = 0600 Tn en, 
之， (icou }(p;B, ) = age 


了 


Ai ay 
色 AGB Ea GB 
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于 是 由 上 下 全 1 即 知 有 Abel 群 同 构 
5= 曲 AA， COB 


3 R 为 交换 环 时 ， 此 同 构 显然 R 一 模 同 构 . 国 
起 (A%8 AI AGB,) 
二 (4iCoB )¥( HA, )SB¥ H(A;B) 
因此 与 条 的 关系 比较 复杂 . 
为 说 明 这 些 ,只 需 对 交换 环 R( 此 时 XY ~ YCYX). 找 出 上 
行 的 例子 ， 下 行 也 说 不 训 牌 明 了 . 
例 4 令 尺 =Z ,p 为 一 个 素数 ,A=Q ,B=2Z,,j=1,2, 


对 任意 的 aEQ ,可 记 a= 荆 = 下 ,r,sEZ ,于 是 


a db, Qt =0， VDEBI=Z，/ 
因此 AGOBi =0. 由 此 知 
E488)=0, BAP)= 
但 显然 地 
A( LB,)z0 

这 说 明 上 行 中 的 两 个 非 同 构 是 可 能 发 生 的 . 

在 结束 本 节 前 ,我 们 再 介绍 一 种 特殊 的 加 法 范畴 一 一 Abel 范 
畸 . 

定义 3 设 有 乡 为 一 个 加 法 范畴 , 若 多 又 满足 下 述 各 条 件 : 

(i) 中 任何 态 射 都 有 核 与 上 核 ; 

(ii) 多 中 任何 单 态 射 都 是 其 上 核 的 核 ,任何 满 态 射 都 是 其 核 
的 上 核 ; 

(ii) 多 中 任何 态 射 o 都 可 分 解 成 一 个 单 态 射 7 与 一 个 满 态 射 
r 之 积 (合成 ):o = wr ,此 式 称 为 o 的 标准 分 解 式 , 则 称 8 为 一 个 
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Abel 范 了 畴 . 

注意 : Abel 群 范畴 “ 即 AG, 是 指 一 个 特定 的 范畴 ，Abel 范 
畴 ”是 一 类 范畴 的 总 称 二 者 不 可 混为一谈 .事实 上 AG 只 是 一 个 特 
定 的 Abel 范畴 ( 见 下 面 的 例 5). 

由 定义 3 不 难看 出 下 述 结论 是 成 立 的 . 

命题 5 设 乡 为 Abel 范畴 , 则 %% 的 反 范 畴 信也 是 Abel 范畴 . 
因此 ,对 一 切 Abel 范畴 都 成 立 的 命题 ,其 对 偶 命 题 也 对 一 切 Abel 
范畴 成 立 . 

我 们 来 看 几 个 例子 . 

例 5 对 任 一 环 玉 ,只 (Ji ) 必 为 Abel 范畴 ,因此 ,Abel 群 范 
暑 ( 即 z 吸 ) 也 是 Abel 范畴 . 

只 需 验证 定义 3 中 的 条 件 ( 证 ) ,其 余 都 是 已 知 或 显 见 的 .事实 
上 ,对 任 一 个 az-€ Homxr (A,B) 必 有 如 下 的 尺 一 模 同 态 交 换 图 


n 


J 即 co 一 7r ， 


其 中 x(a)=o(a), Ya€A, 当 oo 为 满 同 态 时 so=x,n=Is. 当 o 
不 是 满 同 态 时 cc 天 ,7 为 Imo 在 B 中 的 媒 入 同 态 . 

例 6 自由 Abel 群 组 成 的 范畴 FAG 虽 是 加 法 范畴 但 非 Abel 
范畴 . 比如 ZEObFAG( 对 加 法 ). 定 义 f(n)=2n,YnEZz, 则 得 
群 同 态 f:Z 一 Z .显然 f 是 单 同 态 但 非 满 同 态 , 因 此 不 是 Z 到 2Z 的 
同 构 .我 们 记 oc = Cokerf, 则 of=0, 于 是 

of(n)=o(2n)=2no(1)=0 
故 o(1) =0, 因 此 o=0. 如果 FAG 为 Abel 范畴 , 则 由 定义 3 之 条 
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件 (ii) ,了 应 为 o=0 的 核 .而 由 命题 3(ii) ,a =0 的 核 应 为 同 构 .这 
就 得 出 了 矛盾 . 故 FAG 非 Abel 范畴 .但 显然 它 是 加 法 范畴 . 
例 7 环 范 畴 Ring( 其 至 域 范畴 F ) 是 有 零 对 象 范畴 但 非 预 加 
法 范畴 ,因此 非 加 法 范畴 ,更 非 Abel 范畴 . 
事实 上 ,在 Ring 中 ,两 个 非 零 环 之 间 的 态 射 (保单 位 元 的 同 
态 ) 不 可 能 为 0( 同 态 ). 因 此 它们 间 的 态 射 集 不 可 能 为 Abel 加 群 . 
由 此 知 ,Ring 非 预 加 法 范畴 . 
例 8 作 一 个 范畴 % 使 Ob% = 1{0,*x |}( 只 有 两 个 对 象 ) 且 
Homs ( * , * )=Z ,Homs (0,0)= 10| 
Homs (* ,0)= {0}, Homs (0,* )= {0| 
态 射 合成 即 整数 的 乘法 . 容易 看 出 ,%, 是 预 加 法 范畴 但 非 加 法 范 
畴 . 
事实 上 ,只 需 证 中 x 本 x 不 存在 即 可 .我 们 先 反 设 
(* 开 * ,a) 存 在 , 则 x* 耳 x = x* 或 0. 在 x 工 x = * 时 ,由 直 和 泛 
性 质 ( 本 章 $6, 和 定义 4) 知 ( 取 和 = * 万， 户 EHome ( x ，# )), 必 
有 唯一 的 p€ Homse (* , * ) 使 qa; = .由 于 gp,a;,f; EZ2, 必 有 
a; = 二 土 1( 要 对 任意 的 太 ,a1F). 取 户 尖 土 户 即 得 出 矛盾 .在 
* x*=0 时 ,用 此 泛 性 质 ( 仍 取 X= * ,有 fi,f;€ Home (*， 
* ) ) ,注意 al = as =0, 由 f 的 任意 性 知 9 不 可 能 使 ro = f; 总 是 
成 立 的 .由 此 即 知 名 非 加 法 范畴 . 
例 9 设 Ob 弘 = 10， Ai,A,| , 态 射 集 为 
Homse (A; ,A;)={n€EZ|n>0},， i,;=1,2 
Homs (0, A;) = Homs( A; ,0)= {0}, 7=1,2 
Homs (0,0) = {0} 
态 射 合成 按 数 的 乘法 来 定义 , 则 为 一 个 有 零 对 象 的 范畴 一 一 带 
零 范畴 ,但 显然 非 预 加 法 范畴 . 
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为 了 方便 读者 ,我 们 将 已 介绍 的 四 种 范畴 类 型 的 蕴含 关系 列 
在 下 面 , 其 中 一 表 是 ，*> 表 “不 是 .小 括号 内 简 注 一 下 该 
类 范畴 的 常用 性 质 . 


DAG =—> Abel 范畴 (可 定义 正 合 列 , 可 证 五 引 理 成 立 ) 


FGA ”一 一 > 加 法 范畴 (有 限 直 和 ( 直 积 ) 必 存在 ) 


| 


多 “一 ->> 预 加 法 范畴 ( 态 射 集 为 Abel 群 , 态 射 合成 与 加 法 满足 分 配 律 ) 


A, 民 ing 一 一 >> 带 零 范畴 (可 定义 怜 态 射 ,有 核 与 上 核 概 念 (未 必 存 在 )) ， 


这 四 种 类 型 的 范畴 都 是 关于 对 偶 封 财 的 . 即 , 反 范畴 (对 偶 范 
畴 ) 仍 是 间 类 型 的 范畴 .因此 ,对 一 切 Abel 范畴 (一 切 加 法 范畴 ,一 
急 预 加 法 范畴 、 一 切 带 零 范畴 ) 都 成 立 的 命题 ,其 对 偶 命 题 仍 成 立 ， 
不 必 骨 证 . 


习 题 1.7 


1. 设 A 为 上 有限 生 成 左 R 一 模 ,B; 也 是 左 R 一 模 ,jEJ. 证 明 
Homr (A ,LB ) 宝 总 Homr( A,B,;) 

(提示 : 设 A=<al ;42，… ,an 之, 则 任 给 FE Homr (A,X),f 由 f(al)， 
flaz),…, f(a, ) 唯 一 确定 .注意 , 磊 便 说 一 下 ,由 于 al,a,,…,a, 未 必 为 
FR 一 线性 无 关 的 , 即 A 中 元 素 表 成 它们 的 民 -线性 组 合式 未 必 唯 一 ,因此 给 
出 zi,zz， ,Try 令 a; 下 > 工 ,j= 二 1,2,…,n, 未 必 能 确定 一 个 JE Homn 
(A,X)). 

2. 证 明 : 对 模范 畴 ,王子 Hom 保持 有 限 直 和 . 

3. 给 出 定理 5 的 另 一 证 法 . 

4. 设 本 为 一 偏 序 集 按 本 章 § 1 例 2 的 办 法 作成 的 范畴 .下 .J 一 8g 为 到 
范畴 的 一 个 共 变 函 子 , 且 记 F(j)=C,VjEJ. 若 CEOb%8 生 有 a € Homs 
(CC) 使 wu =w 洒 ,其 中 用 =F(G) 如 $1 例 2 所 未 ([ 委 ) 时 Hom (1,j) 


do I 证 LO、 一下 有 4 有 人 JJ 大 不 上 UL 


= | ,YL 二 j,1,jEJ 了 ). 同 时 (C,a) 满 足 如 下 泛 性 质 , VX EOb%, f; € 
图 为 交换 图 


则 称 C 为 1C | 的 正 向 极限 (direct limit) 并 记 为 C=lim CG. 

证 明 (i) 对 一 切 偏 序 集 J ,limC; 如 存在 ; 则 在 同 构 意义 下 唯一 ; 

(ii) 对 x 驶 证 明 : 对 任何 偏 序 集 J ,jimC; 必 存在 ; 

( 语 ) 证 明 亚 C 为 limCG; 的 特例 . 

(提示 (iD 用 始 对 象 ,(i) 令 S=<|Mwa -Xcar>, 其 中 心 EC ;A; : (人 
> 一下 C 为 标准 单 射 , 取 limG = ( 代 C; )/S, ( 汪 ) 规 定 本 为 平庸 偏 序 集 , 即 “ 
SijSL=7".) 

5. 对 偶 于 上 题 给 出 反 向 极限 (inverse limit) 的 定义 ,并 证 明 上 题 中 三 个 
对 偶 的 结论 . 
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在 本 章 中 我 们 详细 地 介绍 环 模 中 最 常用 也 是 最 基本 的 三 大 模 
类 :投射 模 、 内 射 模 与 平坦 模 .建议 读者 注意 体会 投射 模 与 内 射 模 
的 丰富 的 对 偶 性 ,以 及 内 射 模 与 平坦 模 的 内 在 联系 .这 三 种 模 类 是 
同调 代数 与 模 论 中 的 主要 研究 对 象 ,在 代数 刀 何 ,代数 K- 理论 、 
代数 数论 以 及 群 表示 论 中 也 有 重要 应 用 .利用 模 对 这 三 类 模 的 分 
解 , 本 章 给 出 了 模 的 三 种 维 数 , 即 三 种 同调 不 变量 .在 此 基础 上 给 
出 环 的 同调 维 数 一 一 整体 维 数 与 弱 维 数 ,它们 在 刻画 环 性 质 上 已 
起 到 相当 大 的 作用 . 

本 章 中 的 模 通 常 都 设 为 左 模 , 右 模 的 相应 概念 与 结果 是 平行 
的 . 


$ 1 投射 模 与 投射 维 数 


先 从 自由 模 谈 起 ,再 将 自由 模 的 概念 进行 推广 得 出 投射 模 的 
定义 与 特征 性 质 . 为 方便 起 见 ,对 模范 团 中 的 直 和 ,我们 将 同时 使 
用 下 与 中 两 种 记号 . 

定义 1 设 尺 为 任意 环 ,FER 路 . 若 正 中 有 尺 - 线 性 无 关子 
集 {e;1;7EJ1( 即 任 给 此 集 的 有 限 个 元 素 都 找 不 到 不 全 为 0 的 一 组 
R 元 素 将 它们 左 R -线性 组 合 为 0) 使 下 中 任 一 元 素 都 可 表 为 有 
限 个 e 的 R -线性 组 合 , 则 称 {e; |17 EJ 为 下 的 基 (base,basis) 下 
称 为 自由 ( 左 R 一 ) 模 (free left R 一 module), 记 为 FEFreer 3. 

由 定义 不 难 直接 验证 如 下 结果 . 

命题 1 设 尺 为 任意 环 , 则 在 8 驳 中 下 述 各 点 是 等 价 的 : 
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(i) 存在 {fe |; EJICF 使 为 以 {e,|;j EJ 为 基 的 自由 模 ; 

(ii) 作为 左 尺 一 模 ， F~ HR=R"; 

(iii) 对 任意 ME 以 及 任意 的 [rm |jEJICM, 有 了 唯一 的 
fEHomr (FF,M) 使 

fle)=m;, WEJ 
命题 2 设 尺 为 任意 环 , 则 在 中 中 下 述 各 点 成 立 : 
(i) 车 下 是 自由 左 R 一 模 , 则 以 下 作 第 三 项 的 任意 短 正 合 列 
QA—B—F—0 
都 是 可 裂 的 ,因此 ,作为 左 R 一 模 ， 
BA@F 

(ii) 对 任意 的 MER 驶 , 必 有 自由 左 尺 一 模 下 使 有 满 R 一 模 
同 态 f:F 一 > Mi 

(ii) 车 下 为 自由 左 R - 模 , 则 Homa (下 ,一 ) 为 正 合 共 变 函 
子 ; 

(iv) 若 下 为 自由 左 R 一 模 ,M 一 N 为 满 尺 - 模 同 态 ,g:F 
一 NN 为 任意 的 R 一 模 同 态 , 则 有 hE€Homr(F,M) 使 下 图 为 行 正 
合 交 换 图 ; 


A 
/7 
ha/ 
/< 2 
/ 
f 


M 


(v) 设 Fi ,FF, 为 交换 环 RR 上 分 别 以 {fe 1i€ET1,1f17EJI 为 
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基 的 自由 及 一 模 , 则 Fi COF, 为 有 基 |e:Cf; 1i€E1T,jE 虽 的 自由 
R 一 模 . 
定义 2 设 MEk 观 ,FE€ Freer 秽 ,j= 二 1,2,…,n,"…, 则 左 
R 一 模 正 合 列 
FF,_ >…—>F—>F,—>M—(0 
称 为 M 的 一 个 自由 分 解 (free resolution). 
我 们 用 如 下 命题 用 以 说 明 自 由 分 解 的 存在 性 . 
命题 3 设 尺 为 任意 环 , 则 每 一 个 ( 左 )R 一 模 M 都 有 自由 分 
解 . 
证 注意 M 必 有 生成 系 ( 比 如 M 的 全 体 元 素 的 集合 即 是 )， 
可 设 |m;17EJi 为 M 的 一 组 生成 系 .以 {zx; 17;€Ji 作 基 可 得 自由 
左 尺 一 模 下 .定义 do:z; > e; ,VjEJ, 则 得 一 确定 的 民 一 模 满 
同 态 do :Fo > M. 对 Kerd。 使 用 这 一 过 程 ,又 得 自由 左 尺 一 模 
下 ,以 及 RR- 模 满 同 态 3 : Fi 一 > Kerdo ,…… , 依 此 类 推 .再 记 a 
-19; ,其 中 i _| 表 柑 入 (包含 ) 同 态 Ker9;_1>> FF_1,j=1,2， 
…,(io :Kerdo > F,), 则 有 交换 图 
ds 


obi -ai 一， 


AAA AAA 


AN 人 Kerd, 
由 于 :都 是 单 同 态 , 必 有 
Imd; = Imo， = Kero,_i = Kerd,_1, j=1,2,*… 
于 是 我 们 得 到 M 的 自由 分 解 
ds d2 di do 
“PF, >F, >F -一 > 上 一 全 M—0 


作为 自由 模 的 推广 ,现在 我 们 给 出 投射 模 的 概念 . 口 
定义 3 设 MEr 吕 .车 有 NEw 骂 使 MON 为 自由 左 R 一 
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模 , 则 称 M 为 投射 左 尺 一 模 (projective left R 一 module), 记 为 M 
EPr 秽 或 MEProjr 掀 . 即 ,投射 RR 一 模 为 自由 尺 一 模 的 直 和 项 . 

有 时 也 称 上 述 N 为 M 的 自由 补 , 当 然 N 也 是 投射 左 R 一 模 . 

显然 ,自由 R 一 模 必 是 投射 R 一 模 .但 反 过 来 不 真 ( 见 下 例 ). 
因此 自由 模 是 投射 模 的 “真子 类 ”( 特 殊 的 投射 模 ) ,投射 模 是 自由 
模 的 “ 真 推广 ”. | 

例 1 取 尺 = 乙 , 则 |R|=6,R 为 自由 R 一 模 ,任何 自由 RR 一 
模 的 元 素 个 数 必 为 6 的 倍数 或 无 穷 ( 见 命题 1) .又 马 、 马 都 是 R 一 
模 且 作为 尺 一 模 有 

R=Z~Z DD 

但 | 五 |=2,| 肪 |=3, 于 是 马 与 妃 都 是 投射 R 一 模 但 都 不 是 自由 
尺 一 模 . 

到 此 自然 要 问 ; 投 射 模 作 为 自由 模 的 推广 保留 了 自由 模 的 哪 
些 性 质 ? 我 们 列 出 几 条 重要 的 如 下 ,它们 都 是 投射 模 的 特征 性 质 . 

定理 1 (投射 模 的 特征 定理 ). 设 R 为 任 一 环 ,PE。 纲 , 则 下 
述 各 点 是 等 价 的 : 

(i)( 直 和 项 定义 )P 为 投射 左 尺 =- 模 . 即 有 QE" 驭 使 P 中 Q 
= 下 为 自由 左 尺 一 模 ; 

(ii) (提升 (lifting) 性 质 )P 到 任意 的 MEE. 加 之 商 模 的 左 
R 一 模 同 态 可 提升 为 P 到 MM 的 左 R - 模 同 态 . 即 在 se 观 中 对 任意 
的 行 正 合 图 | 


N 一 0 


必 有 左 R 一 模 同 态 a 使 成 交换 图 ; 
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(iii) Homr (P ,一 ) 为 正 合 共 变 函 子 ; 
(iv) 对 任意 的 ME 各 ,P 必 为 M- 投 射 的 ; 


(w) (可 要 性 ).x 台 中 任何 满 同 态 A -=P 必 为 可 裂 的 , 即 必 
有 左 尺 一 模 同 态 6:P 一 A 使 P= Ip( 即 满 同 态 p 必 有 右 逆 ), 因 此 


A~POKerp; 
(vi) 对 gk 吕 中 任何 短 正 合 列 
0>A~>B>P>0 
必 有 B 二 PA; 


(vii) (对 偶 基 性 质 ) 存在 {p; 1; EJIEP， (f jEJIEP"*= 
Homa(P, 及 ) 使 对 任意 的 轧 E 忆 ,| 1 万 天 0 < oo 有 
p= ZCp)p (有 限 和 !) 


称 [p; 1jEJ 与 和 /1 为 P 的 对 偶 基 (dual basis). 
证 (i) 二 (站 )): 设 PDQ= 下 是 有 基 |{e jE 的 自由 左 民 - 
模 j 九 有 图 ; 
F 


,7 
oe 4 
一 一 
AAA | 

入 一 -一 


其 中 B,o 为 (让) 中 任 取 的 左 尺 一 模 同 态 , pi 为 下 到 PP 的 标准 投 
射 ,A 为 忆 到 下 的 标准 单 射 z 

记 n)=opi(e;) ViEJ. 由 B 满 知 必 有 {m1j€EJISCM 使 
B(m;)=n;, ViEJ. 令 a (e;)=m;,YiEJ. 由 下 为 自由 的 且 {e,1 
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jE 了 为 基 知 a' 给 出 一 个 确定 的 左 R 一 模 同 态 a :F->M. 于 是 
Br =opi 
再 令 a=ah1, 则 a€Homr(P,M) 且 
Ba=paAi=opiA1=olp=0 
(ii) 之 (十 ) :由 (ii) 知 Homr (了 ,一 ) 右 正 合 .但 由 上 章 $6 知 
Hom 函 子 必 是 左 正 合 的 ,因此 Hom(P ,一 ) 为 正 合 的 . 
(让 ) 之 (iv) 是 当然 的 (由 上 章 $S,M- 投 射 模 的 定义 ). 
(iv) 过 (Vv): 由 于 PP 对 任意 的 MEg 骂 都 是 M- 投 射 的 , 取 M 
= A, 则 有 5EHomk(P ,A ) 使 行 正 合 图 为 交换 图 . 即 o8 = I 


4 


P 一 一 (0 


Pp 

(v) 一 (vi) :由 上 章 $4, 和 定理 1 即 得 . 

(vi) 一 (vii): 设 1 记 1JE 朋 为 己 的 生成 系 .可 取 (vi) 中 的 了 = 
下 为 自由 R 一 模 ,|e|j€EJ1 为 下 之 基 . 于 是 F 守 呈 R. 定 义 bi :了 
-> 使 B,(e;)=p;, ViEJ. 考 察 下 图 
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由 (vi) 知 ,P 为 下 的 直 和 项 ,因此 有 Ai 使 中 交换 .再 令 e; :下 
ei (rie )=r; Vx = OreiEF 
(e; 相当 于 取 zE 正 在 基 | i 下 的 相应 应 汲 标 ， 因此 ei; (ei ) = 6 ). 
取 户 =e 11, 则 f EHomx(P， R) 且 使 O 交 换 ，、 
对 任意 的 pEP， 
p=Ip(p) (per Ee (41(p))e 


oer ee (A1(p))Bile, es hp)D, 
万 =ej Mi 

(vii) 之 (iD: 设 (vii) 成 立 , 则 有 有 基 {e17E 志 的 自由 尺 - 模 
下 .因此 可 定义 BL EHomr(F,P) 使 Bi(e)=p,. ViEJ. 显 然 B 
为 满 同 态 .再 由 

A1(p)=A(Sf (PP)= flp)e 
定义 A1:P 习 FF. 由 于 (0)=0, 因 此 A1(0)=0. 于 是 41 是 完全 确 
定 的 RR 一 模 同 态 . 易 看 出 B141 = I ,因此 (由 Bi 满 ) 知 
F~POKerp, 


由 此 知 P 为 投射 的 . 
由 定理 1 立 得 如 下 推论 . 
推论 1 设 PEk 观 , 则 下 述 各 点 等 价 : 
(i) PP 为 有 限 生 成 投射 R 一 模 ( 常 记 为 PEf.g.Pr3M); 
(ii) 有 有 限 生成 自由 RR 一 模 R" 与 QEk 吕 使 
R" 二 POQ 
(证 ) 有 有 限 生成 自由 尺 一 模 下 与 QEf.g.g 驶 使 
FPOQ 
(iv) P 有 一 对 有 限 的 对 偶 基 | pi ,ps,…,p,} 与 和 fi,f,…， 
记 使 PP 的 任 一 元 素 p 都 可 表 为 
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p= fi(p)p 

容易 看 出 :投射 模 的 对 偶 基 特征 正 是 线性 空间 对 偶 基 性 质 的 
推广 . . 

推论 2 设 A<BERk 吐 ,BAEPR 路 , 则 A 为 B 的 直 和 项. 

推论 3 设 PEPR 哮 ,M 一 P( 作 为 左 及 - 模 ), 则 MEPk 叶 . 

定理 1 已 彻底 解决 了 Homs (P, 一 ) 正 合 的 特征 刻画 问题 .下 
面 再 来 讨论 投射 模 类 对 芽 以 及 QC“ 运 算 ” 的 封闭 性 . 先 来 证 明 

定理 2 设 P 二 了 LP) En 骂 , 则 PEPr 钢 的 充分 必要 条 件 是 
P, EPrM, Vi EJ. 

因此 ,投射 模 类 对 直 和 与 取 直 和 项 都 是 封闭 的 . 

证 在 下 面 的 证 明 中 ,我 们 将 使 用 上 章 $6 中 关于 直 和 ( 直 
积 ) 在 同 构 意 义 的 结合 性 与 交换 性 结果 ， 

之: 设 PEPk 观 , 则 有 QERk 驶 使 POQ= FEFreer 观 但 

F= POQ~P,O(( HP)DQ) 

因此 ,PE Pe MN, VjEJ. 

二 : 设 PEPr 观 ,Vij EJ. 则 有 QErk 员 使. 

Pi 中 Qi = FEFreerM, ViEJ 
于 是 
(HP ,D(HQ, ) 守 HIE; € Freer M 

(注意 自 由 模 的 直 和 显然 仍 为 自 由 的 )， 故 P= LP; €E Pr WM 


注意 到 z 
LP,>( LP;)DP, 、 
2 


用 上 面 的 证 法 可 得 
命题 4 设 P= UP, €E PrM, 则 P, E Pr WM, Vi EJ. 


注 1 S.U. Chase 在 1960 年 即 已 证 出 如 下 结果 ( 见 [C， 60 ]): 
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设 R 为 交换 环 , 则 任意 多 个 投射 RR 一 模 之 直 积 仍 为 投射 RR 一 模 的 
充分 必要 条 件 是 RR 为 Artin 环 ( 理 想 满足 降 链条 件 (DOC) 的 环 ). 
”由 此 知 ,命题 4 之 逆 不 能 成 立 ,因为 非 Artin 交换 环 是 存在 
的 ,比如 整数 环 Z 就 不 是 Artin 环 . [C,60] 中 还 得 到 了 如 下 结果 : 
设 R 为 环 , 则 任意 多 个 投射 左 R - 模 之 直 积 仍 为 投射 的 充分 必要 
条 件 是 R 为 左 完全 环 且 是 右 凝 聚 环 . 这 两 种 环 的 定义 可 在 [ 周 ， 
88] 或 [R,79] 中 找到 . 

此 外 ,S. Einlenberg 给 出 了 如 下 的 引 人 注 目的 结果 . 

命题 5 设 PEPR 听 (R 为 任意 环 ), 则 有 无 限 生 成 自由 左 
R- 模 下 使 PDF 二 F 为 自由 的 . 

证 由 PEPr 驶 知 有 QEr 纲 使 PODQ= 下 为 自由 左 R 一 
模 . 令 

玉 =(P 由 Q) 由 (P 由 Q ) 由 … 由 (PP 中 Q) 由 … 
则 FE Freeg 吸 .而 注意 PDQ 二 QP 知 
P 中 一 P 由 (Q 由 P) 中 (Q 由 P) 由 :… Ce 
伍 (P 由 Q) 由 (P 由 Q) 由 … 由 (PP 中 Q) 由 … 口 

注 2 设 4A,B,CE 吸 . 当 B~C 时 当然 有 AGBAGC 
但 反之 不 真 . 即 对 直 和 消去 律 不 能 成 立 (参看 [Mc,84]). 对 什么 样 
的 环 直 和 消去 律 成 立 ,这 是 一 个 艰难 的 问题 .由 于 它 与 向 量 丛 理论 
以 及 代数 K - 理论 都 有 密切 关系 , 近 十 几 年 已 成 为 一 个 热门 问 
题 . 1988 年 P. Menal 在 一 篇 综述 性 的 论文 [Me,88j] 中 也 只 谈 到 一 
些 特殊 环 上 的 结果 . 比如 

(i) (E.G.Evans, 1973) 设 RR 为 交换 的 Noether 局 部 环 , 则 一 
切 有 限 生成 模 M 可 从 直 和 中 消去 , 即 , MB 二 MC 时 B 二 C 
( 见 [E,73]); 

(ii) (R.B.Warfield,1980) 设 MErR M, EndrM 为 (von Neu- 
mann) 正 则 环 ( 即 YrzEEndrsM, 必 有 工 EEndrM 使 zz 工 = 工 ), 则 
M 可 从 直 和 中 消去 的 充分 必要 条 件 为 EndrM 为 么 正则 环 ( 即 Vz 
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€ EndrM, 必 有 可 道 元 wu E EndrM 使 zuzx = xz)( 见 
[W ,80]). 

此 外 ,现在 还 知道 :对 半 局 部 环 R,R 可 从 直 和 中 消去 (因此 
一 切 有 限 生成 投射 R - 模 都 可 从 直 和 中 消去 )( 见 1F, I ,76]， 
p. 143). 

我 们 在 [ 工 ,94] 中 已 证 明 : 环 R 中 任意 元 z,y 之 积 xy=1 时 
必 有 yz =1 的 充分 必要 条 件 是 RM 二 R 蕴含 着 M = 0, VM 
EM. 

对 于 Artin 模 ( 对 子 模 满足 DCC 的 模 ) ,1993 年 R. Camps 与 
W.Dicks 得 到 了 十 分 理想 的 结果 :Artin 模 都 可 从 直 和 中 消去 ( 见 
[CD,93]). 

与 命题 5 相关 的 有 准 自 由 模 (stably free module) 的 概念 ,与 一 
个 有 限 生 成 自由 模 的 直 和 为 自由 模 的 有 限 生 成 投射 模 称 为 准 自 由 
模 ,这 种 模 在 代数 KK -理论 中 有 重要 应 用 . | 

回 到 投射 模 ,对 投射 模 的 张 量 积 ,我 们 来 介绍 如 下 的 有 用 结 
果 . 

定理 3 (i) 设 R 为 交换 环 , Pi, P, € PR 跟 , 则 Pi CP, € 
Pr .更 一 般 地 , 阁 P, EPr 宙 Rj = =1,2,…,n, 则 

Pi CoP。 B- CP, E PkM 
即 ,Pg 驶 ( 显 然 是 加 的 一 个 子 范畴 ) 对 @ 是 封闭 的 ; 
(ii) 设 R,S 为 任意 环 , PE P.M 且 P, €E Nn, P，E 


Px 先 , 则 
PP, BP, EPsM 
(证 ) 设 R 为 交换 环 且 为 域 K 上 的 代数 , PER,j =1,2， 
… 7 则 
也; WP， CWP, E PRMOP, EPrM, j=1,2,.… 
证 (i) 由 归纳 法 原理 知 ,只 需 证 = 2 的 情况 .由 P, , P:E 


lis A 一 于 A 


PR 路 知 必 有 Qi,Q2Er 叶 使 P; @BQ; = FEFreeg 园 ,j=1,2. 由 
上 章 $7, 定 理 5 知 

F OF,~P: GBP:B(P HPQ.DQ! GBP: 四 Qi HQ,) 
但 开 ， COP2E Freek 味 ,因此 ,作为 它 的 站 和 项 ,已 CP, < Pk. 

(i 由 设 知 有 QsE zx 于 使 P:@Q: 一 TTR .于 是 有 

P.® RP, PP erm 
(| 
Pi ooPz 中 Pi OQ, 
由 定理 2 即 知 Pi WP, EPsM. 

(证 ) 二 :已 由 (Qi) 得 出 . 

过 :只 需 对 n=2 证 P1 € Pg 纲 ( 然 后 用 归纳 法 ). 即 证 对 中 
中 由 满 辣 杰 8E Homn (M,N) 与 同 态 cE Homr (Pi; N)(M,N， 
B,c 都 是 任 取 的 ) 构 成 行 正 合 的 下 图 , 必 有 a € Homa (Pi ,M) 

使 新 图 为 交换 图 ， | 


A 
p 4 
a 
pe oO 
二 
ed | (1) 
人 “一 一 = 一 

B 0 


事实 上 ,以 函 子 一 GP: 作 用 上 图 (1) 的 实 箭头 图 得 3 中 如 
下 实 箭头 图 (注意 此 函 子 为 右 正 合 的 ,BC 仍 为 满 同 态 ): 
由 P, BP,E Pk 时 知 , 必 有 民 一 模 同 态 了 使 图 (2) 成 交换 图 ， 
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PicoP， 
p 4 R 
了 
J 
p 4 A oO Tp, 
/了 (2) 


P» R 


即 (POT, )f= oO Ip, 
另 一 方面 ,由 于 P,P, Ek 驶 =LSk ,Pi,P, 都 有 KK 一 基 . 令 
ie1jEJI 为 P, 的 K- 基 .车 zzE 卫 ,使 
(zi — x2)e; =0 
将 zl 一 zs 写成 Pi 之 KK 一 基 的 KK 一 线性 组 合 .由 命题 2,(v) 即 知 
X11 一 TX; 二 0, 即 ,xz = z, .由 此 知 ,P CoP。 中 任 一 元 素 都 可 唯一 表 
成 和 ajWe; 之 形 (a;€ Pi). 同 理 M CoP: 与 N Ps 中 的 元 素 也 
有 这 种 性 质 . 
任 取 aEPi, 令 
f(aWei)= SS me 
则 (BO TP, ) F(acoei ) = 之 (B( mj )e; ) 二 ne (3) 
其 中 nj; =B(mj). 令 ola)=n EN, 则 又 有 
(ceo 有 )(aei)= 0o(a)e; = n Ce. (4) 
由 (3)、(4), 且 注意 (BCIp )f=o6Ip 知 n;=n , 且 当 j 关 i 时 n, 


=0. 于 是 
Nn; 二 nn = 二 o(a)， 当 ;=i 时 
pw) 人 当 j 关 i 时 
再 令 a(a) = m;, 则 得 cE Homxr (Pi1,M) 使 Bz =o. 因 此 PiE 
Pr WM. 口 ] 
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下 面 来 介绍 投射 分 解 与 投射 维 数 , 这 是 同调 代数 中 的 中 心 内 
容 之 一 . 
定义 4 设 MERk 驶 ,PEPg 观 ,j=0,1,…, 则 称 R 一 模 正 合 
列 
“=P,—>P,_1™>…>P.>P, >”M—0 
为 M 的 一 个 投射 分 解 (Projective resolution). 


如 果 M 有 下 形 的 (有 限 长 ) 投 射 分 解 
0—>P,—P,_,—:…—>P—>P,—>M—0 (5) 
则 记 
lpd M)=inf{n|0—>P,—>P,.1,™>…—>Pi~Po>M—0 为 M 
的 投射 分 解 上 


如 果 M 无 (5) 形 的 投射 分 解 , 则 记 为 jpd(M) = co. 
称 lpd(M) 为 M 的 左 投射 维 数 (left projective dimension). 
记 
IpD(R)= gups, llpd( M)] 
且 称 为 环 R 的 左 整体 维 数 (left global dimension), 有 时 也 简 记 为 
ID(R ) 或 lgD(R ). 

类 似 地 可 定义 NE 6 的 右 投 射 维 数 (right projective dimen- 
sion), 记 为 rpd(NN), 以 及 环 R 的 右 整体 维 数 (right global dimen- 
sion), 记 为 rpD(R ) 或 rgD(R),rD(R). 

由 定义 4 可 得 (以 下 及 以 后 对 左 模 的 结果 同样 适用 于 右 模 ) 

定理 4 设 RR 为 任意 环 , 则 在 se 观 中 下 述 结果 成 立 . 

(i) 任何 MER 嘱 都 有 投射 分 解 ,因此 , M 天 0 时 总 有 确定 的 
lpd( M)( 有 限 或 %); 

(ii) lpd(M)=0 的 充分 必要 条 件 是 ME PR 观 ， 

lpd(M) 二 1 的 充分 必要 条 件 是 有 Po ,Pi1 EPrk 观 使 M 二 
Po/P'; 
(i) lpD(R)=0 的 充分 必要 条 件 是 一 切 左 R 一 模 都 是 投射 
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的 , 即 P. 吸 =R 吸 ; 

(iv) IpD(R ) 和 1 的 充分 必要 条 件 是 任 一 投射 左 尺 一 模 的 子 
模 都 是 投射 的 . 

证 (i) 因为 自由 模 必 是 投射 模 , 且 M 必 有 自由 分 解 ( 命 题 
3) ,这 个 目 由 分 解 当 然 也 是 M 的 投射 分 解 . 

(ii) lpd(M)=0 等 价 于 M 有 形 如 

0>Po ~M—0 | 

的 投射 分 解 .这 又 等 价 于 M 人 一 P, ,因此 等 价 于 ME PR 吸 . 

IpdCM) 委 1 等 价 于 M 有 形 如 

0-~ 卫 ;一 了 ,一 AM 一 0 

的 投射 分 解 ,因此 又 等 价 于 M 一 P,/P,.. 

(ii) 由 定义 4 写 上 证 的 (ii) 妈 得 . 

为 证 (iv) ,我 们 先 来 证 明 重 要 的 下 述 结果 .我 们 给 出 的 证 法 与 
过 去 的 证 法 不 同 , 它 不 需要 太 多 的 预备 知识 , 且 让 读者 易于 接受 ， 
同时 这 个 方法 作对 偶 翻 译 即 得 下 述 结果 的 对 偶 命 题 的 证 明 ( 见 下 
节 ) ,具有 一 箭 双 雕 之 效 . 

命题 6 (Schanuel 引 理 ) 设 P,P,EPr 观 且 有 左 R- 模 正 
合 列 : 


0O>K,—>P, —>M—0 


0>K,—>P, —>M->0 
则 有 左 R 一 模 同 构 
KWP,~K,DP. 

因此 Ki E PR MOK, €E Pr WM. 

证 考察 下 面 的 实 箭头 图 

由 P1EPk 观 知 , 必 有 FE Homn (Pi,P,) 使 图 中 方 孔 中 为 交 
换 图 , 即 x = x,f. 由 上 章 $4 命题 1( 或 直接 用 图 追踪 ) 知 必 有 g 
E Homr (Ki,K,) 使 图 (6) 对 纵向 箭头 g,f, Iw 成 交换 图 . 同 理由 
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P, € PrM 知 有 f € HomR(P; ,Pi ) 与 gE Homer (K,,K') 使 图 
(6) 关 于 g ,了 ,Ix 也 成 交换 图 . 


(6) 


a 


kK 天, 几 P， Pb, 
@ D 
地 村 
a kdl 2p 
天， 2 PP 1 
7 
® | @ (7) 
0 I9 1 
《7 | 0 
KiP, 


由 直 和 的 泛 性 质 (U Pr , 见 上 章 $6 定理 1) 知 , 必 有 左 RR 一 模 同 态 
p:K1 LP, 一 K, ILP, 使 图 (7) 之 中 、 四 为 交换 图 . 同 理 有 左 尺 一 
模 同 态 pg :K, IIP,-> 开 ，ILP, 使 图 (7) 的 @、@ 为 交换 图 .但 由 直 
和 泛 性 质 所 述 的 唯一 性 知 
pp= [x Ip, 
pp = Tk rp, 
由 此 即 知 9p 为 左 尺 一 模 同 构 ,命题 证 毕 . 口 
定理 4(iv) 之 证 :< 是 显 见 的 . 
之 :; 设 jpD(R) 委 1,K 为 PEPr 驶 的 任 一 子 模 , 来 证 K€ 


1 投射 模 与 投射 维 数 117 


PrM. z 
事实 上 ,由 设 有 gk 台中 的 正 合 列 
0—>K—P~—>P/K—0 
由 lpD(R) 和 1 知 ,P/K 必 有 下 形 的 投射 分 解 
0->~ 卫 | 一 P, 一 PP/K 一 0 
用 Schanuel 引 理 可 知 
KOP, 二 PWP 

但 P,PE Pr 观 , 因 此 KK 作为 其 同 构 意义 下 的 直 和 项 也 是 投射 
的 . 国 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 指出 下 列 诸 点 , 务 请 读者 注意 . 

(i) 以 后 我 们 将 证 明 ( 见 下 节 ):lpD(R)=0SR 为 左 Artin 半 
单 环 壤 R 为 右 Artin 半 单 环 寺 IpD(R)=0.Wedderburn 一 Artin 定 
理 指 出 : 左 ( 右 )Artin 半 单 环 正好 是 同 构 于 有 限 个 除 环 上 全 阵 环 直 
和 的 环 .因此 ,下 节 之 后 Artin 半 单 环 不 再 分 左右 .但 一 般 地 ,1pD 
(RR) 关 rpD(R).I，Kaplansky 于 1958 年 曾 给 出 一 个 例子 ,说 明 有 
环 尺 使 ljpD(R)=1 但 rpD(R)=2.1969 年 A.V.Jategaonkar 在 
[Jat.69] 中 甚至 证 明了 : 任 给 1 二 m< 之 nn 三 % ,都 有 环 R 使 1pD(R ) 
=m, 而 rpD(R)=n. 

(i) 在 下 章 $3 我 们 将 证 ;lpd(R) 三 1SOR 为 左 遗 传 环 , 即 左 
理想 都 为 投射 模 的 环 .显然 ,Artin 半 单 环 都 是 左 ( 右 ) 遗 传 环 . 
““( 道 ) 由 上 可 知 ,lpd(rpd) 是 模 的 一 个 (同调 ) 不 变量 . lpd(M) 
(rpd(M)) 度 量 着 模 M 与 投射 模 的 差距 .而 lpD(rpD) 为 环 的 ( 同 
调 ) 不 变量 ,lpD(R)(rpD(R)) 度 量 着 R 与 半 单 Artin 环 的 差距 . 
事实 上 ,lpD(rpD) 将 环 分 成 了 等 价 类 ( 比 同 构 类 大 ), 同 一 类 的 环 
( 芭 lpD 相同 的 环 ) 具 有 相当 多 的 共性 .这 也 是 同调 代数 在 环 论 中 
成 为 重要 工具 的 主要 原因 . 


习 题 2.1 
1. 设 R 为 任意 环 ,XE 员 . 记 XX" =Hom (X,R)(EM。 ) 证 明 ， 
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(i) 若 下 为 自由 左 R 一 模 , 则 F" 为 自由 右 尺 一 模 ; 

(i) 若 忆 为 投射 左 R 一 模 , 则 F" 为 投射 右 尺 一 模 . 

2. 设 尺 为 任意 环 . 若 有 左 R 一 模 XX 使 对 任意 的 MER 吸 都 有 一 个 集合 
] 使 有 RR 一 模 满 同 态 ":1X—= M , 则 称 X 为 k 3 的 一 个 生成 子 (generator) 

证 明 : 

(i) R 为 路 的 生成 子 ; 

(ii) 设 PEPR 吸 且 Homr(P, 一 ) 为 忠实 沙子 , 则 PP 为 gp 中 的 生成 子 . 

3. 设 尺 为 任意 环 , PE Pg 吕 ,TI 为 R 的 ( 双 侧 ) 理 想 .证 明 : P/IP € 
Pg MM. 

4. 设 REPID( 即 R 为 无 零 子 交换 环 且 一 切 理想 都 是 主 理想 .如 Z, 域 K 
上 的 一 元 多 项 式 环 K[Xj] 都 是 PID). 证 明 : 

(i) 有 限 生成 自由 R 一 模 下 的 任 一 子 模 M 一 定 有 限 生 成 自由 R 一 模 ，; 

(it) 有 限 生成 投射 R 一 模 一 定 是 自由 尺 一 模 . 

(提示 : 设 ”为 下 的 基 元 素数 之 最 小 者 ,对 n 用 归纳 法 证 (i) ,再 由 (i) 证 
(ii)). 

注 ;:I，Kaplansky 在 1958 年 用 超 限 归纳 法 证 明了 ;PID 上 的 投射 模 都 是 
自由 的 . 

5. 试 证 : 环 R 上 一 切 ( 左 )R 一 模 都 是 自由 模 的 充分 必要 条 件 是 R 为 除 
环 ( 体 ). 
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内 射 模 与 投射 模 ,以 及 下 节 介 绍 的 平坦 模 为 模 论 及 同调 代数 
的 三 大 模 类 .从 下 面 的 定理 1 与 定义 1 可 以 看 出 :内 射 模 与 投射 模 
是 对 偶 概 念 ,它们 具备 不 少 对 偶 的 性 质 , 但 也 并 非 一 切 性 质 都 对 偶 
着 .今后 ,如 投射 模 的 结果 对 偶 翻 译 到 内 射 模 仍 成 立 且 可 用 对 偶 的 
证 法 证 明 ,我 们 常常 不 再 写 出 证 明 ,只 注 明 可 对 偶 地 给 出 .从 线性 
空间 角度 看 ,投射 模 与 内 射 模 都 是 线性 空间 的 推广 .但 它们 (其 至 
自由 模 与 内 射 模 ) 是 互 不 蕴含 的 两 种 模 类 . 

内 射 模 的 一 些 结果 在 群 论 与 代数 几何 中 有 重要 应 用 .下 面 将 
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会 看 到 ,内 射 Z- 模 与 可 除 Abel 群 (可 除 Z- 模 ) 是 等 价 概念 . 

先 来 证 明 (部 分 地 ) 对 偶 于 上 节 定 理 1 的 下 述 定理 .还 有 一 些 
与 之 等 价 的 论述 将 在 以 后 需要 时 介绍 .本 节 中 的 环 R 在 未 加 另外 
指明 时 都 指 任意 环 ,R - 模 均 指 左 尺 - 模 

定理 1 设 EEk 观 , 则 下 述 各 点 是 等 价 的 

(i) (可 开拓 性 ) 任 意 MEk 呐 的 子 模 N 到 下 的 左 R - 模 同 态 
必 可 开拓 为 M 到 的 左 R - 模 同 态 . 即 在 e 员 中 ,对 任意 的 下 图 
必 有 左 RR 一 模 同 态 a 使 新 图 为 ( 行 正 合 ) 交 换 图 ; 


0 


Ns M 

(ii) HomR (一 , 玉 ) 为 正 合 反 变 函 子 ，; 

(过 ) 对 任意 的 MER 骂 ,E 必 为 M -内 射 的 ; 

(iv)( 可 裂 性 )s 驶 中 任何 单 同 态 ;p:E > A 必 是 可 裂 的 , 即 
必 有 kg 吕 中 的 同 态 6:A 一 FE 使 6o = Is( 即 单 同 态 p 必 有 左 逆 ), 因 
此 

A 二 EDCokerp; 

(v) RA 中 任 短 正 合 列 

0->~ 下 一 A 一 B->~0 
都 是 可 裂 的 ,因此 
A 二 EB 

(vi) gM 中 的 短 正 合 列 

0-~E-~A 一 C->0 
在 C 为 循环 左 R 一 模 时 必 是 可 裂 的 ,因此 
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A 二 EC 

(vii) (Bear 准则 ) 对 R 的 任意 左 理 想 I 以 及 任意 的 € 
Homr(I,E), 必 有 eEEk 和 使 f(x)=zxze,YzxEE. 因 此 I=R 时 
Imf =《f(1)) 为 循环 模 ; 

(viii) (Bear 准则 ) 对 R 的 任意 左 理 想 T 以 及 和 任意 的 f€ 
Homr (TI,E),f 必 可 开拓 为 /EHomr(R,E)( 妈 fF|/=f), 即 下 
为 (M 一 内 射 模 意 义 下 的 )R 一 内 射 模 . 

证 (iD 之 (ii) 之 (ii)>(iv) 之 (v) 的 证 明 对 偶 于 上 节 和 定理 1 之 
证 的 相应 部 分 . 

(v) 过 (vi) 是 当然 的 . 

(vi) 过 (vij) :考察 pW 中 实 箭头 所 示 的 上 行 正 合 图 


1 UA 


及 /7 一 (0 
/ | : 
f fj, a Lr 
/ 
As_ 
-EU 一 二 一 R/T- 一 一 0 


令 W={(f(z), 一 i(z))| YrET, 则 W 为 ER 的 子 模 ， 

于 是 可 作 商 模 
U=(EDR)/W 

定义 g:R=>U 使 r 一 >(0,r)+W, YrER, 并 定义 i :EU 使 e 
一 (e,0)+ W, YeEE. 再 定义 x :U 一 R/I 使 (e,r)+W 一 > 
Xx(r). 容易 看 出 2g(0)=0,7 (0) =0, 因 此 g ,i 都 是 完全 确定 的 左 
R 一 模 同 态 .对 于 x ,注意 U 中 零 元 素 0=(e,r)+W 合 有 zxEI 
使 e= f(z),r= 一 i(xz). 于 是 


x (0)=x(-i(zx))=— Ti( 工 ) 0 
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即 ,x 也 是 完全 确定 的 左 R 一 模 同 态 .由 i,g ,x 的 上 述 定义 容易 
由 图 追踪 知 ,在 先 不 看 f 时 ,上 图 成 观 中 行 正 合 的 交换 图 . 

注意 下 行 正 合 且 R/T 为 循环 模 , 由 (vi) 知 下 行 可 裂 , 因 此 有 左 
R 一 模 同 态 s:U 一 E 使 si = 了 攻 . 于 是 可 定义 了 = sg :RE 作为 
R 到 EE 的 左 R 一 模 同 态 . 此 时 取 e= 下 (1)(1 为 R 的 单位 元 ), 则 
有 

f(r)=fF (zr*1)=zxf (1)=ze, YrER 
而 当 x EI 时 
f(r)= lef(r)= si f(x) Bi(r)= sg(T)=f (x) 
一 Xe 
这 就 证 出 了 (vii). 

(vii)) 过 (viii): 令 fFEHomr (I,EE). 由 (vii) 知 必 有 eEE 使 
f(z)= ze, VrET. 定 义 左 RR- 模 同 态 :RE 使 得 1 一 > e, 则 
f(z)=f (rx'1)=zxf (1)=ze, VrXER 

显然 有 11=f. 

(viii) 过 (i) :只 需 证 对 任意 的 MER 忱 的 子 模 NN ,任意 的 cE 
Homr (NN,F) 可 开拓 上 为 a€ Homr (M,E). 这 只 需 设 由 NN 将 o 问 
N,M 间 的 子 模 开拓 至 Noe 止 (不 能 再 开拓 ) ,证 明 No = M 即 可 . 
为 此 , 设 

S={(N co)INC<CN<M,cEHomas(N ,EE) 为 o 的 开拓 |}， 
则 由 于 (N,c)ES, 于 是 S 关 多 .在 S 中 定义 
(N ,oo ) 二 (NN’ ,co )SN<N<M, 有 是 oo 为 o 的 开拓 . 
可 以 看 出 S 关于 二 成 偏 序 集 且 S 的 全 序 子 集 都 有 上 界 在 S 中 .于 
是 由 Zorn 引 理 知 S 必 有 极 大 元 (No ,oo). 下 证 No = M 即 可 . 
反 设 No 冬 M, 则 有 zE MA No. 于 是 (注意 0.zE No) 
J={r|r€R,rr€ No <IR 
( 表 J 为 R 之 左 理想 ). 记 fFEHomr (J ,No) 使 f(r)=rr,YrxeE 
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J .定义 hE€EHomr(J,E) 使 h(r)=oo(rr), YrEJ. 由 (viii) 知 有 
可 开拓 为 h' EHoma (R,E). 再 记 Ni = No+Rzr, 则 No 和 Ni 


A 
i、 
式 吃 ) Sy Oo ~ 
Oo Se 
-一 p 4 、\N 
-一 pe AN 


在 上 图 中 定义 cl :Ni 一 五 使 
oi(not+rz)=o0(no) t+h (r), VnoENo,rER 
只 需 证 明 ci; 是 完全 确定 的 , 即 知 so, € Homx (Ni1,E). 于 是 再 由 显 
见 的 事实 一 一 ci 为 oo 的 开拓 , 即 得 出 矛盾 . 
事实 上 , 设 not+rr=0, 则 xzr= 一 noENo, 从 而 rEJ. 于 是 
o1(0)=o(notrr)=o0(no) th (r)eno(no) th(r) 


FO) ono) +oo(rr)=oo(no+rz)=o0(0)=0 


从 而 定理 证 毕 . 口 

由 定理 1 我 们 给 出 如 下 定义 . 

定义 1 满足 定理 1 中 (i) 的 Ek 驶 称 为 内 射 左 R 一 模 
(injective left R — module) , 记 为 EE Injr WM. 

当然 也 可 用 定理 1 中 任 一 个 等 价 条 件 作 为 内 射 模 的 定义 . 现 
在 ,由 定理 1(viii) 与 定义 1 立 得 如 下 推论 . 

推论 1 内 射 左 尺 一 模 即 R 一 内 射 左 RR 一 模 . 

这 条 推论 读 起 来 有 点 描 口 (后 者 是 在 M - 内 射 意义 下 而 言 
的 , 见 上 章 $5). 但 它 正 好 说 明了 Bear 准则 的 意义 :检验 EE ER 驶 
是 否 为 内 射 的 ,不 必 对 一 切 MER 吸 检验 开 是 否 为 M 一 内 射 的 ， 
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只 要 对 M = RR 一 个 进行 检验 就 行 了 . 

此 外 ,分 析 定 理 1 证 明 中 “(vi) 二 (vii) "的 一 段 , 注 意 那 里 未 用 
到 EE Injk 员 ,也 未 用 到 了 为 R 的 左 理想 (尽管 (viij) 的 条 件 中 有 此 
假设 !1), 可 以 看 出 ,事实 上 我 们 已 证 出 更 一 般 的 下 述 结果 . 

命题 1 在 x 骂 中 对 带 正 合 行 且 由 实 箭头 所 示 的 下 图 , 必 可 
补 上 虚 箭 头 所 示 的 同 态 使 成 行 正 合 交换 图 . 


0 4 “有 一 一 C 0 
| | 
| | 
了 8| 1cl 
| | 
,1 ,i 


其 中 U= (DBB)/W,W= 1{(f(a), -i(la))| YaE Al,g:B— 
U 使 sg(5)=(0,6)+W,VYb€EB,i :D>U 使 i (d)=(d,0)+ 
W, VdED. 而 x :UC 使 x ((d,6)+ W)=x(6). V(d,6)+ 
WEU. 

注 1 由 命题 1 中 定义 U,i ,g 的 方法 可 知 :在 x 驶 中 任 给 
fEHomr(A,D) 与 i€Homr (A,B)(i 不 必 为 单 同 态 ) 必 有 UU， 
g,i 使 gi=i'f. 还 可 证 明 在 同 构 意义 下 U,g,i 是 唯一 的 . (i ,g) 
称 为 (f,i) 的 推出 (pushout) .推出 的 对 偶 概 念 拉 同 (pullback) 
又 称 纤维 积 .它们 在 拓扑 学 和 几何 学 中 都 有 重要 应 用 . 

注 2 由 上 节 知 :投射 模 为 自由 模 的 直 和 项 .对 偶 地 ,我 们 可 
定义 上 自由 (cofree) 模 的 概念 如 下 .对 任意 环 R,REMr ,而 QZ 
Ez 叫 .于 是 ,定义 (下 面 定 义 3 中 将 给 出 一 般 性 的 定义 ) 

Re = Homz(R ,Q/2Z). 
则 R ER 呐 ( 见 上 章 $3), 称 人 [R" 为 上 自 由 左 尺 一 模 .可 以 证 明 : 
EE InjnMOE 为 一 个 上 自由 左 R 一 模 的 直 和 项 . 欲 知 其 详 , 请 参 
看 [HS,70]. 
对 内 射 模 与 直 积 的 关系 ,我们 有 对 偶 于 上 节 定 理 2 的 下 述 结 
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果 . 
定理 2 设 E = HE, En. 则 EE Injr 驶 的 充分 必要 条 件 是 
FE, EInjrM, Vi€EJ. 
证 上 节 定 理 2 之 证 不 能 对 偶 地 译 成 这 里 的 证 明 . 今 另 证 如 
下 . 
E= HE ~ )DE,, ViE€J 


于 是 有 标准 单 射 %, :EE, > E 与 标准 投射 ，: E 一 > E, .对 如 下 的 
任意 实 箭头 图 


0 N 
求 出 ct 使 =o 即 知 E,€ Injk. 
事实 上 ,由 EE€ Injr 知 必 有 1EHomr(M,E) 使 :B= 4,o. 
于 是 再 定义 r= pt, 则 rE Homx (M,E,) 且 
B= ptB= pAio=leo=o, Vi€]J 
<-: 仿 上 段 证 明 . 考 察 由 实 箭头 给 出 的 下 图 ,其 中 f, M,N,B 
A 


TIE;— sk. 
JEJ N p, 
、 
\ 
/7 AN ls 
\ 


| 
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都 是 任意 的 . 
因为 E, € Injk 味 , p;f€ Homg (N,E;), 因 此 有 g; € Homn 
(M,E;) 使 g;B8= p;f. 于 是 可 定义 hE€Homr(M,E) 使 
h(m)=(g,(m))EE, YmEM 
此 时 
hB(n)= (gi: (BP(n)) I sr 天 (Zn 二 f(n), VnE€EN 


故 h8= 了 , 即 EE Inj mM. 口 

由 本 定理 证 明 中 的 “=>” 部 分 立 得 

推论 2 内 射 左 R 一 模 的 直 和 项 仍 为 内 射 左 尺 一 模 . 

注 3 一 般 地 ,内 射 模 的 直 和 未 必 再 为 内 射 模 (当然 指 无限 直 
和 ,有 限 直 和 即 有 限 直 积 , 已 由 上 定理 给 出 肯定 的 回答 ).1958 年 
E. Matlis 在 [Mat,58] 中 证 明了 :任意 多 个 内 射 左 RR 一 模 之 直 和 必 
为 内 射 左 RR 一 模 的 充分 必要 条 件 是 R 为 左 Noether 环 ( 左 理想 满 
足 升 链条 件 (ACC) 的 环 ) .与 此 相关 的 是 1985 年 He Zheng 一 Xu 在 
[He,85j] 中 证 明了 :任意 可 数 无 限 多 个 内 射 左 RR 一 模 之 直 和 必 为 
内 射 左 RR 一 模 的 充分 必要 条 件 是 R 为 左 Noether 环 . 同时 他 又 证 
明了 :任意 左 尺 一 模 的 各 内 射 子 模 的 和 必 为 内 射 的 充分 必要 条 件 
是 R 为 左 Noether 环 , 且 为 左 遗 传 环 ( 即 一 切 左 理想 都 为 投射 模 
的 环 ). 

从 定理 1(viii) 中 的 Bear 准则 出 发 ,我 们 来 研究 内 射 模 的 推 
广 .为 此 ,我们 不 要 求 R 的 一 切 左 理想 了 到 模 MER 吸 的 同 态 都 
可 开拓 为 R 到 MM 的 同 态 ,而 只 要 求 一 切 由 非 零 因子 生成 的 左 主 
理想 都 有 这 种 开拓 .由 此 不 难 推出 如 下 的 引 理 . 从 这 个 引 理 出 发 立 
得 下 面 的 定理 3 和 定理 4. 这 比 其 他 书刊 中 这 两 条 定理 的 证 明 要 
简单 得 多 . 

引 理 1 设 rER 为 非 零 因子 , M Ek 观 . 则 一 切 FE Homg 
(Rr,M) 都 可 开拓 为 FE Homx(R,M) 的 充分 必要 条 件 是 rM = 
M . 
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证 二;: 反 设 0 隆 m。 EM \rM. 取 ffE€ Homr (Rr,M ) 使 
f(r)= mo. 于 是 对 的 开拓 EHomr(R,M) 有 
f(r)=f(r)= mo 
| 
f(r'1)=rf (1) 
注意 m1 = 三 (LE M, 于 是 有 mo = rmi€ rM ,与 设 予 盾 . 故 xrM 
一人. 

二 : 设 非 零 因子 7 使 rM = M,fEHomr (Rr,M). 令 f(r)= 
mo;y 则 由 xM=M 知 , 必 有 miEM 使 rm = m6. 定义 EHome 
(R,M) 使 F(zrz)=zxmi, YrER, 则 (7r)=rmi=mo. 即 下 为 f 
的 开拓 . 本 

由 此 引 理 可 引入 可 除 模 的 定义 , 它 是 可 除 Abel 群 ( 即 可 除 忆 - 
模 ) 的 推广 . 

定义 2 设 尺 为 环 ,MER 踊 . 奉 对 尺 中 任 一 非 零 因子 r 都 有 
rM = M , 即 任 给 R 的 非 零 因子 7r 及 mE M,rzr=m 在 M 中 必 有 
解 (此 时 也 称 > 整除 x, 记 为 rim), 则 称 M 为 可 除 ( 左 )R 一 模 
(divisible (left)R — module). 记 为 MEDivr WM. 

注 4 年 义 2 中 的 非 零 因子 > 如 换 成 “ 非 零 元 将 可 能 使 所 得 
定义 平庸 .比如 R 为 交换 环 ,r,sER,r,s 关 0 但 rs=0. 者 M 
和 必 使 rM=M, 则 sM= srM=rsM = 一 0M =0. 于 是 由 sM=M 
只 能 导出 M =0 的 平庸 结果 . 即 按 “ 非 零 元 "定义 的 “可 除 模 ” 一 般 
地 只 能 为 零 模 . [Jac.80],p.1S8 的 定义 就 有 这 个 缺陷 . 

例 1 QEDivz 味 .因此 Q 为 可 除 Abel 群 (可 除 Abel 群 即 可 除 
Z 一 模 ). 

由 定义 2 容易 验证 如 下 结果 . 

命题 2 (i) REDivk 驶 SR 为 除 环抱 kg 路 =Divk 趴 

和 JR = Div Mp ; 
(ii 对 任意 环 尺 , 冰 MEDivs 嘱 , 则 M 的 直 和 项 与 商 模 ( 同 
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态 象 ) 都 是 可 除 的 .可 除 R 一 模 的 直 和 与 直 积 也 都 是 可 除 的 . 

由 定义 2, 定理 1 与 引 理 1 立 得 如 下 的 重要 结果 . 

定理 3 对 任意 的 环 尺 , 内 射 尺 - 模 必 为 可 除 尺 - 模 , 即 
Injr MCDivr WM.. 

由 此 定理 知 可 除 模 是 内 射 模 概念 的 推广 .我 们 自然 要 问 ; 对 于 
什么 样 的 环 R, 内 射 尺 一 模 与 可 除 R 一 模 是 等 价 概念 ? 可 以 证 明 
( 见 [ 周 ,88]): 对 无 零 因 子 交换 环 ( 即 整 环 ) R，, Injk = Divre 缴 局 
pD(R) 三 1. 但 由 引 理 1 我 们 可 立 得 关于 非 交 换 环 ( 当 然 也 包括 交 
换 环 ) 的 下 述 有 用 结果 . 

定理 4 设 RELPID( 即 R 为 无 零 因子 环 且 一 切 左 理想 都 是 
主 左 理想 ,如 Z) 则 Injg 吸 = Div 邓 . 

由 此 立 得 推论 : 

推论 3 Injz 叹 =Divz 听 . 即 Abel 群 G 是 内 射 的 充分 必要 条 
件 是 它 为 可 除 的 . 

从 推论 3 与 例 1 ,可知 ,Q 为 内 射 Abel 群 .下 面 我 们 来 给 出 一 
个 由 内 射 Abel 群 ( 即 可 除 Abel 群 ) 提 供 内 射 R 一 模 (对 任意 环 
R1) 的 方法 . 即 对 任意 的 下 € Injz 味 ,我 们 断言 :对 任意 的 环 R， 
Homz(R ,EF)EInjk 驶 (这 里 的 R 看 作 Z 一 RR 双 模 ). 为 此 ,我 们 来 
证 下 述 更 一 般 的 结果 . 即 ,将 Z 改 为 任意 交换 环 S,R 改 为 S 一 代 
数 ( 即 ,RE s 纲 ,R 为 环 且 s(rri)= ss(r)ri=r(sri), Vr,ri€ER, 
s€ S) 来 证 明 

命题 3 . 设 下 为 内 射 S 一 模 ,S 为 交换 环 ,R 为 S 一 代数 , 则 
Homs (R ,EF) 为 一 个 内 射 左 RR 一 模 . 

证 任 取 RR 的 左 理 想 1, 令 i€ Homr (IT,R) 为 艇 人 同 态 ,只 
需 证 任意 的 FE Homr (I, Homs (R, 玉 )) 必 可 开拓 为 FE€ 
Homr (R ,Homs (R ,EE))( 注 意 RE Mn,Homs(R,E)ErM). 

首先 注意 EE s 驶 ,RE 观 s(S 为 交换 环 ) 且 R 一 模 同 态 f,i 
必然 也 是 S 一 模 同 态 .我 们 可 先 从 S 一 模 人 入 手 ( 用 EE Injs 吸 ) 找 出 
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使 fi = 了 ,然后 证 明 EHoma(R,Homs (R,E)). 下 图 中 用 
.所 \ 加 表示 相应 同 态 的 定义 硕 序 


E 
\ ~ 
Oip ~、 
sg、~® 
~、 


~ 
f ”~ 二、 
Ne 


Homs (R,E )~ 
~ 


| 


~ 
= 

:定义 pEHoms(Homs(R,E),E) 使 p(o)=o(1), Vo€E 
‘Homs (R,E); 

四 :由 EElInjs 观 知 ,公有 gEHoms(R,E) 使 gi= opf; 

加 :定义 FE Homs (R,Homs (R,E)) 使 (ri)(r)= 
g(rri), Vr,ri ER. 

先 证 ff EHomr (R,Homs(R,E)): 任 取 r,ri ;72 全 RR, 则 

f(rr)(rse(r(rr) me 8((rra)r) 


fr (mR fr)(7) 
RE sMr 

上 章 8$3, 定 理 12. 、 
由 x ER 的 任意 性 知 Frri)=r rr), 即 FEHomn(R， 
Homs (R,E)). 

再 证 fi=f: 任 取 XET, 则 fi(zx),f(zx)EHoms(R,E). 于 
是 只 需 证 

fi(z)(r)=f(z)(r), YrER,TET 
事实 上 ， 
fi(T)(r) Be(ri(r) en a ET) 9 人 rz) 


f(rr)(1)=rf(z)(1) f(z)(r) 口 


上 章 $ 3, 定理 12 
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“由 此 命题 可 得 如 下 推论 (参看 上 面 的 注 @). 

推论 4 QQ/ZE Injz 吕 .因此 ,对 任意 环 R,R® =Homz(R， 
QZ) € InjxM. 

证 QEDivz 纲 = Injz 咒 ,因此 QIZE Divz 和 N= Injz. 

于 是 由 命题 3 即 得 证 . 口 

由 推论 4 定理 2 与 上 章 $7 中 关于 Hom( 一 ,也 ) 与 开 的 关系 
的 结果 立 得 

推论 5 对 任意 环 尺 , 若 -PEf.g.Pr 咒 , 则 P® = Homz(P， 
Q/Z) € Injr WM. 

比 推论 $ 更 进一步 擒 结果 我 们 将 在 下 节 给 出 . 那 时 ,我 们 将 看 
到 Go = Homz (一 , QZ) 完全 沟通 了 内 射 模 与 下 节 介 绍 的 平坦 模 . 
现在 由 推论 5, 先 引出 如 下 的 定义 . 

定义 3 设 BERk 观 , 则 称 BS =Homz(B,QZ) 为 B 的 示 性 
模 (character module). 

下 面 为 了 对 偶 于 上 节 建 立 内 射 分 解 的 理论 , 需 证 :对 VM 
Ek 观 都 有 EEInjs 纲 使 0->M>E 正 合 .为 此 先 证 一 条 引 理 . 

引 理 2 对 任意 的 GEzN, 必 有 EEInjzN 使 0>G 一 E 为 Z 
一 模 正 合 的 .因此 ,在 同 构 的 意义 下 ,任何 Abel 群 都 可 看 作 茶 一 个 
内 射 ( 即 可 除 )Abel 群 的 子 群 . 


证 ”由 上 节 知 , 必 有 自由 Z- 模 下 = 区 2Z 使 下 一 =G->0 正 
合 . 因 此 G 二 F/K ,其 中 K = Kerf. 由 此 知 
G~(LL DK<(H WIK 
但 QE Divz 纲 ,于 是 下 QE Divz 听 ,从 而 
(TH Q)/K EDiv WM = InjM 
于 是 取 E= (天 QIK 
即 得 证 . 品 ] 
由 此 引 理 可 证 下 述 结果 . 
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定理 5 设 R 为 任意 环 , ME 对 , 则 有 EoE Inis 忽 使 0>M 
一 E" 为 R 路 中 的 正 合 列 . 即 , 任 何 RR 一 模 都 同 构 于 某 一 内 射 R 一 
模 的 子 模 .因此 ,任意 的 MEk 观 都 有 gk 观 中 的 正 合 列 

0_—>M_>F' Fl >... >F"_ >... 1 

其 中 书 EInig 踊 ,=0,1，…,72 | 

证 由 引 理 2 知 ,M 作为 Z 一 模 , 有 2Z 一 模 正 合 列 0->M 一 EE， 
其 中 EE Injz 吸 .注意 REsMr, 且 Homzy (R ,一 ):z 员 一 p 员 为 左 
正 合 共 变 函 子 .于 是 有 k 观 正 合 列 

0—>Homz(R,M)—Homz(R,E) 

由 命题 3 知 Homz( 尺 ,下 )E Injk 骂 .于 是 令 FE? =Homz(R, 巨 ), 只 
要 证 明 有 左 R 一 模 单 同 态 pg:M 一 Homz(R,M ) 即 可 . 

事实 上 ,对 任意 的 mE M, 邻 9p,:R 一 M 为 Z 一 模 同 态 且 
pn(7)=rm, VrER( 容 易 看 出 wo (0) =0, 这 是 完全 确定 的 Z 一 
模 同 态 ). 若 mm 关 0, 则 pj,(1)=1:m=m 关 0, 于 是 m 一 > Po ,Ym 
EM ,给 出 一 个 Z 一 模 单 同 态 o:M 一 Homz(R ,IM). 下 面 我 们 说 明 
opE€Homr (M,Homz(R,M)) 即 可 .首先 注意 到 

Prim(T)=rrim, Yri,rER,mEM 
再 由 上 章 $3, 定 理 12( 诈 ) 又 知 
(ripn)(r)= 9 (rri) 三 7rl77 

于 是 gp, =7rip, 即 g(rim)=rip(m). 因 此 必 有 尺 一 模 同 态 9 
EC Homr (M ,Homz(R,M)). 

再 记 

Coker pg= E'"/Img 二 C" 

对 C? 重复 上 述 过 程 即 得 骂 中 的 同 态 图 


x pd 
A i 


C 
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其 中 ELE Inis 吸 ,Imo = Kerilx. 删 去 r,i 对 应 的 箭头 , 依 此 类 
推 即 得 中 中 的 正 合 列 
0—~M—FE’—FE!—F—..….— FF"—..… 
其 中 所 EInjgM,j=0,1,2,…,n,…. [ 

今后 在 未 加 田 外 说 明 时 , X” 中 的 “2 均 指 肩 码 , 而 不 是 指 
卫 X 或 11X. 

从 定理 5 可 给 出 如 下 定义 . 

定义 4 设 尺 为 任意 环 , MER 吸 , 若 书 EInip 吸 ,) =0,1,2， 
…,7,…, 则 称 k 驶 中 的 正 合 列 

0O>M>E’ >El >E’ >…>E" > (1) 

为 M 的 一 个 内 射 分 解 (injective resolution). 

记 

lid(M)=inf{fn|0>M—E'—>E!—>…>E"—>0 正 合 ,BE € 
Injg WM,;=0,1,.…,n.| 
称 为 M 的 左 内 射 维 数 (left injective dimension). 当 上 述 n 不 存在 
时 ,规定 lid(M)= co. 

记 


liD(R)= supllid( M)| YME 中 | 


称 为 R 的 左 内 射 整体 维 数 (left injective global dimension). 

类 似 地 可 定义 ME 踊 g 的 右 内 射 维 数 rid(M) 与 R 的 右 内 射 
整体 维 数 iD(R). 下 章 将 证 

lpD( R)=1D(R),rPD(R)=rD(R). 

到 那 时 ,我 们 将 把 左 ( 右 )( 投 射 ) 整 体 维 数 与 左 ( 右 ) 内 射 整体 维 数 
对 应 地 不 加 区 别 , 统 称 为 R 的 左 ( 右 ) 整 体 维 数 ,分 别 记 为 DCR ) 
或 leD(R)、rD(R) 或 rgD(R). : 

对 偶 于 上 节 定 理 4, 我 们 有 如 下 结果 . 

定理 6 设 尺 为 任意 环 , 则 在 "中 中 下 述 结论 成 立 : 


124 2 一 时 多 太 锯 己 和 DCHI- 下 到 


() 任何 MER 踏 都 有 内 射 分 解 , 因 此 M 天 0 时 总 有 确定 的 
lid(M)( 有 限 或 无 限 ); 

(ii) lid(M)=0 的 充分 必要 条 件 是 ME Injk 加 ; 

lid(M ) 二 1 的 充分 必要 条 件 是 有 E" ,E' E€ Inje 吕 及 满 同 

态 fEHomr (E" 一 E'!) 使 M 二 Kerf; 

(ii) HID(R)=0 的 充分 必要 条 件 是 一 切 左 R -- 模 都 是 内 射 
的 , 即 ,Injn=rM; 

(iv) IiD(R ) 委 1 的 充分 必要 条 件 是 任何 内 射 左 尺 一 模 的 商 模 
都 是 内 射 的 . 

证 (i) 事实 上 已 由 定理 5 给 出 . 

(ii) 对 偶 于 上 节 定 理 4(ii) 之 证 .由 定义 4 又 可 得 ( 填 ). 

为 证 (iv), 先 证 对 偶 于 上 节 命 题 6(Schanuel 引 理 ) 的 下 述 结 
果 . 我 们 用 对 偶 于 上 节 命 题 6 之 证 的 方法 . 口 

命题 4 设 开 ,FE2EIinis 吸 且 有 左 尺 - 模 正 合 列 

0 -Mi Cr 
0-=-M- 一 -玉生 ~-C2->0 
则 有 左 RR 一 模 同 构 
C'OE’~C OE! 

因此 CE Injk MSOC’ € Injr WM. 

证 ”考察 下 面 的 实 箭头 图 


,1 
0 一 一 一 AN 一 一 一 万 1 - 工 - mn 一 一 (0 


Tx QD flif B118 (2) 


0 一 一 一 2 MM i To 一 一 一 人 人) 
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由 E EInjk 哎 知 , 必 有 fEHomr(E”,E' ) 使 图 (2) 中 方 孔 9 
为 交换 图 , 即 i1 = fi?. 由 上 章 $4 命 题 1'( 或 直接 用 图 追踪 ) 知 , 必 
有 gEHomg(C ,C ) 使 图 (2) 对 纵向 稍 头 g ,了 ,Ix 成 交换 图 . 同 
理由 EE*E€EInjk 驶 知 有 EHomr(E',FE’*) 与 g€Homr(C',C’) 
使 图 (2) 关 于 g , 广 , 1 也 成 交换 图 . 

由 来 看 下 面 的 图 (3)( 为 方便 起 见 , 在 两 项 直 和 中 用 代替 


E’ 


由 直 积 的 泛 性 质 (UPr , 见 上 章 $6) 知 , 必 有 左 R 一 模 同 态 jy:C* 
IE 一 CIIE” 使 图 (3) 之 四 、@ 为 交换 图 . 同 理 有 左 RR 一 模 同 态 
y :C'ITE* 一 CITE' 使 图 (3) 的 @、@ 为 交换 图 .但 由 直 积 泛 性 
质 所 述 的 唯一 性 知 
gw = [cr 
yy= Ine 
由 此 知 y 为 左 R 一 模 同 构 , 命 题 证 毕 . [ 
定理 6(iv) 之 证 用 命题 4 对偶 于 上 节 定 理 3 之 证 法 .这 里 从 
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略 .但 建议 读者 作为 练习 试 着 补 出 详细 证 明 . 
对 上 节 的 Schanuel 引 理 ( 上 节 命题 6) 与 它 的 对 偶 形式 《本 节 
命题 4) 容 易 用 数学 归纳 法 推广 为 下 述 形式 . 
命题 5 设 R 为 任意 环 ,ME。 驶 , 则 
0) 当 
O>K, i>P, 1 Pp, ,>>P, >M—0 


都 是 se 纲 中 的 正 合 列 且 P; ,PEPr 难 ,j=0,1,…,n 一 1 时, 必 有 
左 RR 一 模 同 构 

天， 中 P 中 P 中 P 3 中 … 由 C 

一 氏 1 由 P， 由 P 由 … 由 C- 
其 中 ”为 偶数 时 , C = P,,C = P;n 为 奇数 时 ,C= P,C = 
P, .因此 K,_1 EPrMOK',_1 EPrWM. 

(i)" 当 | 
0—>M—E" -Fl dE > En-12 Cn-L>0 


0->AM->E0 SpE! SE? > Ep"! 0!»0 
都 是 e 骂 中 的 正 合 列 且 户 , 户 '€ Injg 骂 ,JJ =0,1,…,n 一 1 时 , 必 
有 左 R 一 模 同 构 

COFE" I DEOD:…ODC OF OF ?OD:…ODD’ 
其 中 为 偶数 时 = Bo ,D' = E"';n 为 奇数 时 ,D = E” ,DD” = 
E? .因此 C" 1E Injs 和 MOC TT! E Injx WM. 

用 命题 5 可 证 如 下 结果 . 
定理 7 在 rs 驶 中 设 MEr 观 ,n 宇 0, 则 下 述 各 点 是 等 价 的 ， 
(i) M 有 长 为 的 投射 分 解 {P, ,d,|}: 


d, dn -1 | di do 
0—P, ——P_——P,_,—>…—P ——> PP, 一 一 人 人 IT 一 > 人 (0 


(ii) 设 {P',d';| 为 M 的 任 一 投射 分 解 , 则 
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Imd'’, = Kerd’, .1 €E Pr M 
(ii) 设 ”0-~> 民 ，, 一 巨 _， 一 …> 互 ,一 巨 ,一 M->0 
为 正 合 列 , PEPR 中 ,j =0,1,…,n 一 1, 则 K,_1E€Pg; 
(iv) lpd( M)<n. 
证 由 命题 5 知 ,(i)、(ii)、( 寺 ) 是 等 价 的 .由 lpd(IM) 的 定义 
知 (i) 与 (iv) 是 等 价 的 . 口 
定理 7” 在 , 吸 中 设 MEg 驶 ,n 宇 0, 则 下 述 各 点 是 等 价 的 : 
(i) M 有 长 为 n 的 内 射 分 解 {E’ , 必 }: 


0—>M—FE'" A>p! dp Et Fn->0 
(ii) 设 { 轧 ,dQ | 为 M 的 任 一 内 射 分 解 , 则 
Kerd" = Imad" ! € Injr M 

(ii) 设 0~>M>E'>E!>E?->…>E"-!1->C"-!—>0 
为 正 合 列 , 久 EInjnM,j =0,1,…,n 一 1, 则 C”" EE€ Injr; 

(iv) lid( M )<n. 

证 由 命题 S 知 (i) (ii)、(ii) 是 等 价 的 .由 lid(M) 的 定义 知 
(i) 与 (iv) 是 等 价 的 . 口 

投射 模 与 内 射 模 的 对 偶 性 决定 着 它们 必然 有 紧密 的 联系 .下 
面 我 们 给 出 它们 的 另 一 些 重要 关系 . 

定理 8 对 任意 环 RR, 在 x* 驶 中 有 如 下 结果 : 

(i) PEPr 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 下 图 


0 
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其 中 EE Injk 骂 ,PB 为 满 同 态 , 必 有 aE€Homr(P,E ) 使 成 交换 图 ; 
(i) ”EEE Injx 驶 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 下 图 


P 


0 M 


Bb 
其 中 PEP。 驶 ,8 为 单 同 态 , 必 有 aEHom (P,F) 使 成 交换 图 . 


证 (i) 必要 性 是 当然 的 .下 证 充分 性 . 即 证 对 任意 的 行 正 合 
的 下 图 


0 一 一 一 m 4 


必 有 gEHomR(P,A) 使 成 交换 图 即 可 . 

事实 上 ,由 定理 5 知 , 必 有 QE Inikg 吸 ,使 有 单 同 态 poE 
Homr (A ,Q). 于 是 有 实 箭头 所 示 的 行 正 合 交 换 图 ( 见 下 页 ). 由 上 
章 》4 命题 1 知 , 必 有 grE Homr (A”,Q/Im(pi)) 使 此 图 之 右 网 
孔 为 交换 图 , 即 ,gr= rp. 此 时 已 有 g1f€Homx (P,Q/Im(Pi)). 
于 是 由 QE Injs 观 用 (i) 之 (充分 ) 条 件 知 , 必 有 g, EHomx (P,Q) 
使 tg2 二 g1f. 但 由 图 追踪 知 . 

当 g,(p)=0,pEP 时 


3la€E€A 且 a=0 使 p(a) 
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Pp 
/7 
/ 
1 f 
4/ 
/ 
0 一 :4 /x A’—— = 0 
| 
/ 
Ta Pp / 1 
0 A! | 。 
QQ/ImP 0 
=g.(p)=0; & 
当 gz (p)F0,pEP NH re (p)= gf (p) 
i Bir(a0) rr Pa) 82(p)- pl(ao)€ Kerr 
aoEA 使 
f(p)= x(a0) 
THE MSImo? 82 (Pp)E Inp -PR jla€A 使 g,(p)= 
pl(a). 


因此 令 g:P 一 A 使 g(p)=4a, 则 g 为 完全 确定 的 (g(0)=0) 
左 尺 - 模 同 态 , 且 
ps(p)=p(a)=g2(p), VpEP 
即 pg = g2. 由 此 得 


SI = tg2 = thg mrp Bg 


但 由 五 引 理 ( 上 章 $4 定理 2)( 将 上 图 上 下 行 之 右 各 加 一 项 0,0 与 
0 之 间 标 以 同 态 “0”) 知 ,gi 为 单 同 态 .于 是 由 上 式 有 f= xg. 充 分 
性 证 毕 . 

(i)* 的 必要 性 也 是 当然 的 ,充分 性 虽然 也 可 对 偶 于 上 段 证 明 
给 出 ,但 更 简捷 地 不 如 用 下 法 : 


上 JJ0 外 一 时 全 丈 名 当家 应 时 稚 缀 


充分 性 : 取 P=R 由 定理 1 即 得 证 . 口 

由 定理 8 可 得 两 个 有 趣 的 结果 表 如 下 面 的 定理 . 

定理 9 对 任意 环 尺 ,在 < 台中 有 如 下 结果 . 

( 工 ) 下 述 各 点 是 等 价 的 : 

(i) 一 切 左 R 一 模 都 是 投射 模 , 即 lpD(R)=0; 

(ii) 一 切 左 R 一 模 都 是 内 射 模 , 即 liD(R)=0; 

(ii) 一 切 左 RR 一 模 短 正 合 列 都 是 可 裂 的 ; 

(iv) 每 一 左 R 一 模 的 任 一 子 模 都 是 其 直 和 项 ; 

(v) 每 一 左 尺 一 模 的 任 一 商 模 都 是 其 直 和 项 ; 

(vi) IpPD(R)=1iD(R)=0. 

(I) 下 述 各 点 是 等 价 的 (H. Cartan 一 S. Eilenberg 结果 ): 

(i) 一 切 投 射 左 RR 一 模 的 子 模 都 是 投射 模 ，; 

(i) 一 切 内 射 左 RR 一 模 的 商 模 都 是 内 射 模 ，; 

(iii) IpD(R)<1; 

(iv) IiD(R )<1; 

(v) lpD(R)=1D(R)<1;. 

(vi) R 的 每 一 个 左 理想 都 是 投射 模 . 

证 〈《 工 ). 由 本 节 征 理工 与 上 节 和 定理 1 知 (i) 傅 (证 ) 傅 (ii). 而 
(iv) 仿 (者)S(v) 是 显 见 的 .又 由 (0) 售 (让 ) 知 (i) 早 (vi). 

( 卫 ).() 合 (i) 与 (让 ) 合 (iv) 即 上 节 定 理 3(iv) 与 本 节 定 理 6 
(iv). 由 于 RE Pr 纲 ,() 礼 (vi) 是 当然 的 .又 ( 首 ) 合 (iv)( 即 (i) 合 
(ii)) 玖 含 着 (iii) 侈 (v). 因 此 只 需 再 证 (vi) 之 (ii) 与 (i) 一 (i). 

(vi) 之 (ii : 设 EEInjk 骂 ,EE 为 FE 的 任 一 商 模 , 则 有 满 同 态 x 
: 瑟 一 开 . 取 了 为 尺 的 任 一 左 理想 , 则 有 单 同 态 ;:T>> R. 为 证 
FE“EInig 吸 ,只 需 对 任意 的 FE Homr (TI,E’) 找 出 gEHom( 尺 ， 
E') 使 gi = 矿 为 此 考察 实 箭头 组 成 的 下 图 : 
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由 (vi) 知 TE Pr 驶 ,因此 有 gi 使 由 为 交换 图 .再 由 EE Injk 驶 知 
有 g: 使 @ 为 交换 图 .于 是 取 g = xg, 则 使 加 为 交换 图 . 从 而 使 加 
上 虚 稍 头 后 的 上 图 为 交换 图 . 故 有 gi= 了. 

(i) 过 (0): 设 P' 为 任 一 投射 左 R 一 模 P 的 子 模 , 则 有 单 同 态 ; 
:P > P. 由 定理 8 知 ,为 证 PEPr 观 只 需 任 取 玉 EInjk 员 及 其 
商 模 (由 (i) 知 EE Injk 驶 ), 令 x:E 一 > EEF' 为 标准 满 同 态 , 再 
任 给 fE Homr (P',E') 来 证 有 辣 态 g 使 xg = 了 .为 此 ,对 偶 于 上 
段 考 察 实 箭头 组 成 的 下 图 . 


~、 
Te 
| @@ 一 
小 mr 已 E' 
2 Tt 
gs f 


由 EE Injg 秽 知 必 有 gj 使 g1i= 了, 即 外 三 角 图 为 交换 图 . 
由 PER 中 知 , 必 有 gs 使 加 为 交换 图 ,于 是 取 g = g,i 则 使 加 成 
交换 图 .从 而 使 加 上 这 三 个 虚 箭 头 的 上 图 为 交换 图 . 故 xg = 了 . 口 

定理 9 遗 下 两 个 和 需 回 答 的 问题 ,lpD(R)=0 与 rpD(R)=0 关 
系 如 何 ? lpD(R) 二 1 与 rpD(R) 委 1 关系 如 何 : 为 回答 这 两 个 问 
题 , 先 引 入 如 下 定义 . 

定义 5 设 尺 为 任意 环 .车 MERk 纲 (Ms) 无 0,M 之 外 的 子 
模 , 则 称 M 为 单 模 (simple module). 可 分 解 为 单 模 直 和 的 M 
EC.M(Mr ) 称 为 半 单 模 (semisimple module). 
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着 R 作为 左 ( 右 ) 尺 - 模 为 半 单 模 , 则 称 R 为 ( 左 ( 右 ))Artin 
半 单 环 ,也 简称 为 半 单 环 (semisimple ring). 记 为 RESS, 不 再 区 分 
左 、 右 (理由 在 下 面 的 定理 10 中 给 出 ). 

车 RR 的 一 切 左 ( 右 ) 理 想 都 是 投射 左 ( 右 )R 一 模 , 则 R 称 为 左 
( 右 ) 遗 传 环 (left (right) hereditary ring) , 记 为 RELH(RH). 

下 面 的 定理 10 将 指出 左 半 单 环 与 右 半 单 环 是 一 回 事 .但 左 、 
右 遗 传 环 则 不 然 .1966 年 L， Small 在 [Sm,66] 中 给 出 一 个 例子 


22Q jz a 
R= (0 2)-1l; “| ez,4,g EQ) 


说 明 尺 为 右 Noether 环 且 为 右 遗 传 环 , 但 R 不 是 左 Noether 环 ， 
也 不 是 左 遗 传 环 . 当然 ,对 交换 环 不 会 出 现 这 种 情况 ,此 时 lpD(R) 
= rpD(R), 将 统 记 为 gD(R ) 或 pD(R). 下 面 来 证 明 如 下 的 定理 . 
定理 10 对 任意 环 RR, 下 述 各 点 是 等 价 的 : 
(Ci )R 为 左 ( 右 )Artin 半 单 环 ; 
(ii)((i)”) 一 切 左 ( 右 )R 一 模 都 是 半 单 模 ; 
(ii)((iii)) 一 切 左 ( 右 )R 一 模 都 是 投射 模 ; 
(iv) (iv) )IpD(R)=0 (mpD(R)=0); 
(v)((v) )ID(R)=0 (nD(R)=0); 
(vi)((vi)’) 一 切 左 ( 右 )R 一 模 都 是 内 射 模 . 
证 先 证 (i i) 如 
价 性 ,再 来 证 (i) 全 (i)' 即 可 . 
Qi) 过 (让: 任 取 ME k 呐 , 则 有 [RE Freer 吕 使 在 e 吕 中 有 正 
合 列 


(vi) 的 等 


0~Kerr 一 TUR —>M—0 (2) 
由 R 半 单 知 UR 为 单 模 的 直 和 ， 因此 也 是 半 单 的 从 而 由 半 单 模 
的 定义 可 看 出 Kern < JIR 也 是 半 单 的 .由 此 可 知 ， 
M~ HR/Kerr 
是 半 单 的 . 
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(i) 过 ( 放 ): 任 取 MEk 园 ,上 段 证 明 中 的 正 合 列 (2) 仍 是 存在 
的 .此 时 由 Kerx、 IR 都 是 单 模 的 直 和 知 , Kerx 为 IR 的 直 和 
项 因此 (2) 是 可 民 的 ， 从 而 M 为 自 由 模 TR 的 直 和 项 于 是 ME 
Pr M. 

(ii) 过 (iv) 是 显 见 的 . 

(iv) 过 (Vv) 已 由 定理 9 得 出 . 

(v) 过 (vi) 是 显 见 的 . 

(vi) 过 (i): 设 (vi) 成 立 , 则 由 定理 9 知 ,R 的 任意 左 R 一 子 模 
( 左 理想 ) 都 是 R 的 直 和 项 . 取 U 为 R 的 一 切 单子 模 之 和 .由 于 两 
个 单子 模 或 相等 或 交 为 0. 于 是 U 为 单 模 的 直 和 ,由 此 知 有 
Ep 驶 使 

R= U 中 N 

下 面 只 需 证 明 : 若 N 关 0, 则 N 有 单子 模 K 关 0. 这样 由 KCSU 
(1N =0 即 得 出 矛盾 . 

事实 上 ,R 必 有 含 U 的 极 大 左 R - 子 模 ( 极 大 左 理想 )M .于 
是 由 定理 9 又 知 有 NiEgk 驶 使 

R= MON',MSEU,NEN #0 

由 M 的 极 大 性 知 NN| 二 R/M 必 为 单子 模 , 取 K = Ni 即 得 ( 臣 . 

为 证 Qi) 人 S(i) ,当然 只 需 证 (i) 过 (i).. 

由 R 有 单位 元 1 知 , 从 (i) 得 到 的 R 的 单子 模 直 和 表示 必 为 
有 限 直 和 .从 上 章 $6 知 , 必 有 尺 的 非 零 宪 等 元 ej =e ,j=1,2， 


…,n 使 1 = > ,eie; = 6sei, 且 有 
R= 由 Re 
但 由 1= ie; 又 知 R= 袜 esR(R 写 在 6 的 右边 了 !). 若 有 
0.r€Ee, RN eR 


把 
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我 们 令 r= ei 70 , 则 有 ei 7 二 ei ro=e ro=7. 又 r 作为 上 面 交 集 
的 元 素 又 可 写成 


从 而 由 er=7 得 


7 07 i0 产 
j 


所 以 上 述 的 和 事实 上 是 直 和 
R=BeR | 

下 面 为 证 (i) ,只 需 证 ejR 都 是 单 模 .为 此 任 取 0 和 关 caEeR, 则 有 .5 
ER 使 a= eb. 同 上 证 知 

ea=eb=eb=a 
铬 能 证 aR = e;R 则 知 eiR 为 单 模 . 

事实 上 , Re, 为 单 模 , 于 是 左 RR 一 模 满 同 态 
2 :下 ei -全 Ra 

只 能 为 同 构 ( 因 a 隆 0,Kerg 只 能 为 0). 于 是 Ra 为 玉 RER 嘱 的 单 
子 模 .因此 可 设 


QS 
Ki: 
CS 
~ 
| 
定 


R= Ra 中 V 
由 此 又 得 左 R 一 模 R 的 自 同 态 
J:R=RaDV—R 
ra+vumYre, VvuEV,r€ER 

但 左 尺 一 模 R 的 自 同 态 都 显然 地 可 看 成 是 右 乘 . 故 有 6b., ER 使 
ej; 二 J(a) 三 ab1. 由 此 知 e;€aR. 于 是 aR= ejR. 加 

定理 9 与 定理 10 给 出 了 Artin 半 单 环 (不 必 再 分 左 、 右 ) 的 多 
种 特征 刻画 .其 中 之 一 是 ;lpD(R)=1D(R)=0. 而 定理 9 又 给 出 
左 遗传 环 的 与 此 相关 的 特征 刻画 :lpD(R)=1D(R) 委 1. 以 后 我 们 
将 证 明 lpD(R) 与 iD(R) 总 是 相等 的 .它们 是 度量 环 与 半 单 环 差 
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距 的 一 个 同调 不 变量 . 从 这 个 意义 上 来 说 , 左 \ 右 遗传 环 是 “最 接 
近 半 单 环 的 环 类 . 


习 题 2.2 


1 设 尺 为 任意 环 , MER 哮 .证 明 下 述 各 点 是 等 价 的 ， 

(i) 每 一 个 左 尺 - 模 X 都 是 M- 投 射 的 ; 

(ii) 每 一 个 左 RR 一 模 久 都 是 MM -内 射 的 ; 

(这) 每 一 个 单 左 RR 一 模 都 是 M- 投射 的 ; 

(iv)M 是 半 单 的 . 

(建议 :考虑 正 合 列 0>K 一 M 一 N 一 0 的 可 裂 性 与 K 是 M - 内 射 的 (N 
是 IM 一 投射 的 ) 关 系 ). 

2. 用 对 偶 于 上 节 定 理 3(iv) 之 证 法 证 明 本 节 定 理 6(iv). 

3 证 明 . 

(i) 若 万 为 可 除 Abel 群 , 则 Homz(D,Z)=0; 

(ii) 非 零 的 内 射 Abel 群 必 不 是 投射 Z 一 模 ,因此 更 不 是 自由 Abel 群 . 

4. 证 明 : 对 任意 环 RR, 单 R 一 模 IM 必 是 循环 模 , 且 它 的 任意 非 零 元 都 生 
成 M. 

5. 证 明 .对 任意 环 尽 , 若 ME 咒 是 单 模 之 和 , 则 M 必 是 半 单 的 . 
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从 上 章 $5 定理 2 我们 已 经 知道 M 0 一 与 9N 都 是 右 正 
合共 变 函 子 . 但 由 该 节 注 鲜 又 知 ,一 般 地 ,它们 都 不 是 左 正 合 的 , 因 
此 都 不 是 正 合 的 .为 便于 研究 M,N 满足 何 种 条 件 才 能 保证 上 述 
孙子 是 正 合 的 ,我 们 引 人 如 下 概念 . 

定义 1 设 尺 为 任意 环 BG 骨 8. 若 吾 co 一 为 正 合 函 子 , 则 称 
B 为 平坦 右 R 一 模 , 简 称 平坦 模 (flat module), 记 为 BEFlat. 

类 似 地 可 定义 平坦 左 RR - 模 .它们 的 理论 是 平行 的 ,为 方便 
起 见 , 下 面 主要 讨论 平坦 右 尺 - 模 . 

由 定义 1 可 得 如 下 命题 . 
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命题 1 设 尺 为 任意 环 ,BE 难 。 , 则 BEFlats 的 充分 必要 
条 件 是 对 g 驭 中 任意 的 单 同 态 f, 二 COF 也 是 单 同 态 . 

证 由 上 章 $S 已 知 如 9 一 为 右 正 合 的 ,于 是 B 9 一 正 合 
( 即 BE Flat%r ) 的 充分 必要 条 件 是 B 0 一 保持 单 同 态 , 即 f 单 时 
Isf 也 单 . 口 

命题 2 RE FlatMs 且 REFlatx 观 , 即 对 任 一 环 R,R 作为 
左 \ 右 R 一 模 都 是 平坦 的 . 

证 设 太 4 一 A 为 : 驶 中 的 单 同 态 .来 证 IOf 单 即 可 (由 
命题 1). 事实 上 ,我 们 有 交换 图 (两 紧 直 箭头 为 同 构 ) : 


ra’ A'- 了 A ra 


ad 


~ 


me 


IrOf 
ra’ RO A! ROA ra 
R R 


由 此 即 知 I.Cf 是 单 的 . 口 

例 1 由 上 章 $5 例 3 或 83 例 5 已 知 B= 纪 =2H2Z 不 保持 
单 同 态 f:Z>Q, 因 而 妃 & Flatz 纲 . 同 理 知 对 任何 n €2,n >>0， 
Z, & FlatzM. 

下 面 我 们 希望 知道 自由 模 、 投 射 模 是 否 一 定 为 平坦 的 .由 命题 
2 知 , 这 上 自然 需要 研究 平坦 性 在 直 和 之 下 是 否 保持 . 为 此 我 们 先 证 
如 下 结果 . 

定理 1 设 RR 为 任意 环 ,B, EM, ViEJ. 则 

TB EFlatgis 人 BiEFlatgis ， VEJ 

证 在 e 观 中 ,车 f:A“ 一 A;, ViEJ, 则 由 直 和 的 泛 性 质 

(UPr ) 知 ( 见 上 章 §6), 必 有 唯一 的 p= 工 f; 使 下 图 为 交换 图 . 
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A' f A, 入 ; px 
| jlyp 
4 | 
1 a4; 
JE 


其 中 (IILF)((e ))=(F(a )), 因 此 ILF 单 已 广 单 , ViEJ. 
由 上 章 $7 定理 5 容易 看 出 ,对 任意 的 f:A ”> A( 吕 中 的 
单 同 态 ) 有 交换 图 ， 


( 贡 B IDA hf ( 4 B, A 
jE€EJ R jEJ R 


| 


LH),B94) BD 二 (B,04) 

注意 两 竖 直 箭头 表示 同 构 .因此 Tra Kf 单 命 I[(1s 多 亡 单 后 有 
Cf 单 ,ViEJ. 但 由 命题 1 知 , Irs Wf 单 富 I[B;€ Flattx ; Is C9 
ff 单传 B, EFlatr , Yi EJ. 由 此 即 得 欲 证 . [ 

由 定理 1 可 得 

定理 2 对 任意 环 R,PMrCFlatfx .因此 任意 尽 - 模 M 都 
有 平坦 分 解 . 即 有 下 形 的 吸 g 正 合 列 

下 一 FM 一 0 

其 中 F; 都 是 平坦 的 ,j=0,1,*…. 

证 ”由 命题 2 知 RE Flat9tr ,再 由 定理 1 知 贡 RE Flatgyin ， 
即 自由 模 都 是 平坦 的 .由 于 投射 模 为 自由 模 的 直 和 项 .再 用 一 次 定 
理 1 即 知 POiRCSRFlatgyin . 

由 此 知 ,投射 分 解 都 是 平坦 分 解 , 因 此 M 的 平坦 分 解 总 是 存 


人 


人 
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在 的 . 图 

注 1 记 Frees 为 自由 右 R 一 模 类 , 则 有 

FreeMr PM SFlatr 

前 一 个 “ 关 " 已 由 本 章 $1 例 1 说 明 . 后 一 个 ^ 关 "可 用 QEz 
来 说 明 . 可 以 证 明 ( 见 下 章 $4 例 1):QEFlatz 吸 但 Q 人 Pz 吸 (注意 
Z 是 交换 环 ,这 里 的 zg 当然 可 写成 吸 z ). 

由 定理 2 我 们 可 仿 投射 维 数 与 内 射 维 数 的 定义 给 出 

定义 2 在 驳 g 中 对 任意 的 ME 吸 g , 记 

rd(M)=inf{n10—>F,—… 一 Fj 一 Fu 一 M 一 0 正 合 ， 

F, € Flather ,j=0,1,.…,n| 

且 称 之 为 M 的 右 平 坦 维 数 (right flat dimension). 当 上 述 不 存 
在 时 ,规定 rfd(M) = oo. 

再 记 

rWD(R)= suplrfd( M)|IME MN.,|! 

称 之 为 环 R 的 ( 右 ) 弱 维 数 (weak dimension). 

类 似 地 可 定义 M Ek 驶 的 左 平坦 维 数 lfd(M) 以 及 环 R 的 
( 左 ) 弱 维 数 IWD (R). 以 后 将 证 对 任意 环 R,r WD(R)= 
IWD( RR). 到 那 时 将 不 再 区 分 左 \ 右 弱 维 数 , 统 称 为 弱 维 数 ,有 是 记 为 
WD(R). 

由 定义 2 可 得 

定理 3 设 R 为 任意 环 , 则 

(i) Hd( M) =0OM EFlater; 

(ii) rd(CM) 委 1 人 有 Fo、Fi EFlatr 使 M 二 F/RF; 

(iii) rWD(R)=0SS 一 切 右 R - 模 都 是 平坦 的 ( 即 R 为 下 章 
$ 4 中 介绍 的 (von Neumann) 正 则 环 ); 

(iv) rfd(M)rpd(M), YME Mr ,因此 rWD(R ) 委 rpD( 尺 ) 
(这 就 是 弱 维 数 中 “ 弱 ” 的 含意 ). 

证 (让 、( 让 ) 与 (这) 都 可 由 定义 直接 得 到 . 


8$3 平坦 模 与 弱 维 数 147 


(iv) 由 于 PMkC 守 Flat9Mr ,ME Ms 的 任 一 投射 分 解 都 是 平坦 

分 解 , 因 此 rtd(CM) 委 rpd(M). 取 上 确 界 即 得 rWD(R) 志 rpD(R). 
LD 

对 平坦 模 与 张 量 积 的 关系 ,可 作 如 下 的 简单 分 析 . 由 定义 1 
知 ,BE Flatmtr 意 指 B 多 一 为 正 合 明子 . 由 于 正 合 函 子 的 复合 当 
然 仍 是 正 合 的 .因此 有 

定理 4 对 任意 环 RR 与 $S, 设 BEMr 且 BEFlatsR,CE 
Flate 驶 , 则 B CCE FlatsM 

特别 地 , 当 R 为 交换 环 , M ,NE Flate 叶 时 ,M CON 仍 为 平 
坦 尺 一 模 . 

关于 此 定理 中 的 模 结构 可 参看 上 章 $ 3 命题 2. 

下 面 来 研究 平坦 模 与 内 射 模 的 关系 ,为 此 需 先 证 明 同 调 代数 
中 的 一 条 重要 定理 .为 简单 起 见 , 将 名 Mr 记 为 sXR ,将 X 
Eg 记 为 kX, 对 右 模 也 作 如 此 的 记 法 . 

定理 $ (伴随 同 构 定理 ,adjoint isomorphism theorem). 

设 R、S 为 任意 环 , 则 

(i) 对 任意 的 (kA ,sBr ,sC) 有 Abel 群 同 构 


Homs(B A ,C)Homg (A,Homs (B,C)) 
(ii) 对 任意 的 (Ar ,rRBs , Cs) 有 Abel 群 同 构 


Homs( A CoB， C)SHoma (A, Homs (B,C)) 
且 rt、r 都 是 自然 同 构 ( 即 ， 国定 A， B,C 中 的 两 个 ， 都 是 函 子 间 的 
自然 等 价 ). 
证 只 和 需 证 (i),(i) 的 证 明 是 类 似 的 . 
由 上 章 $§3 知 ,(i) 中 的 Hom,8 的 作用 都 是 有 意义 的 ,比如 BB 
AE s 骂 ,因此 左 端 的 Hom 有 意义 . 
任 取 a€EA,bEB,fEHoms(B CA,C), 可 将 f(bCa) 视 为 
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f.(b)=f(bWa)EC 
于 是 有 f. E Homs (B,C). 
令 f(a)=f, 可 验 知 FE Homr (A,Homs (B,C)). 于 是 令 
rt:f 一 > 了 即 得 加 法 Abel 群 同 态 
r:Homs (B A ,C) 一 Homa(A ,Homs(B,C)) 
再 找 出 z 的 逆 即 知 z 为 Abel 群 同 构 . 
事实 上 , Yg EHomr (A,Homs (B,C)), 定 义 g :也 co4 一 C 
使 
g (ba)=g(a)(b) 
令 co:g 汪 > g , 则 得 与 + 反 向 的 加 法 Abel 群 同 态 
o:Homr (A,Homs (B,C)—Homs(B co4 ,C) 
只 需 验 证 cr ,ro 都 是 (各 自 定 义 域 上 的 ) 恒 等 同 态 即 可 . 即 对 
or(f)=f 证 f (ba)= f(b60Wa), Ya EA,VYbEB, 对 rl(g)= 
g 证 g(a)(5)=g(a)(5), Ya€ A,VbEB. 这 都 是 不 难 验证 的 . 
即 
f (ba)=f(a)(b)=£.(5)= f(669a) 


g (a)(b)=g.(b)=g (ba)= g(a)(b) 
此 外 ,由 Hom, 的 的 性 质 知 ,固定 A,B,C 中 的 两 个 ,两 边 所 
得 的 函 子 都 是 自然 等 价 的 (可 直接 验证 ). 口 
注 2 D.M. Kan 在 [Kan,58j] 中 首次 提出 更 一 般 的 “相伴 函 
子 "的 概念 , 集 范畴 S 中 的 指数 律 是 这 种 概念 的 主要 起 源 . 所 谓 指 
数 律 即 . 
设 集合 A,B,C 关 多, 则 有 S 中 的 等 价 (等 势 ) 
Homs(A,Homs(B,C)) 二 Homs(AXB,C) 
pop、 
9p(a)(b)= f(a,b)=cEC 
其 中 AxB 为 A,B 的 笛 卡 尔 积 . 
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若 记 X 硅 Homs(Y,XX), 则 上 面 的 等 价 可 记 为 
(Ce )* = Ca*8 
故 称 为 指数 律 . 
在 定理 5(i) 中 车 记 函 子 F=B GO 一 :于 >sM, G = 
Homs (B ,一 ):s 和 NW 一 k 观 , 则 (的 结果 可 写成 


Homs (FA ,C)>Homx (A ,GC) 
同样 地 在 定理 5(i) 中 记 F = 一 B :hr 一 观 , G” = 
Homs(B ,一 ): 骂 ;一 Mg , 则 (ii) 中 的 结果 即 


Homs (F’A,C)~Homx (A ,GC) 
于 是 可 抽象 出 如 下 定义 (1958,D.M. Kan). 
定义 3 设 wy,% 为 两 个 范畴, 下 : wf->%,G :> 为 两 个 共 变 
( 反 变 ) 函 子 . 若 
(i) 有 S 中 的 满 单 映射 


r= rc:Homs(FA,C) 一 =Homv(A,GC)， 
VA EObY, CEObSE : 
(i) zt 对 每 个 变 元 都 是 自然 的 , 即 有 下 列 交 换 图 ( 即 此 图 的 两 
个 网 孔 都 是 交换 图 ) 


B+» 


Hom FA,C') Hom (FA,C) Hom£ FA',C) 


| rr 


Horm. (4- ? CC ) 


贞 


VfEHomy (A,A’'),g EHoms (C,C’) 
(其 中 记号 z.(y)=zy,Z (z)= zz), 则 称 了 泡子 对 (下 ,G ) 为 一 个 
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伴随 对 (adjoint pair) ,也 称 下 与 G 是 伴随 的 或 下 左 伴 随 于 G,G 
右 伴随 于 下 . 

显然 , (下 , G),(G, 互 ) 都 为 伴随 对 时 (下 ,及 ) 也 为 伴随 对 ; 
(F, ’ G; ) 为 伴随 对 ,7 一 1,2, 且 FF,, GiG, 合成 有 意义 时 ， 
《FiF,,G1iG;) 也 为 伴随 对 . 

定理 5 事实 上 可 表述 为 下 述 形 式 . 

命题 3 (名 与 Hom 的 伴随 性 ) ” 设 R,S 为 任意 环 , 则 
(sB 的 一 ,Homs(sB ,一 )) 对 一 切 sBx 都 是 伴随 对 ; (一 c9Bs , Homs 
(Bs ,一 )) 对 一 切 xBs 都 是 伴随 对 . 

再 来 看 几 个 相伴 林子 . 

例 2 令 F(X) 为 以 X 作 基 的 自由 群 , VXEObS, 则 下 :S-~>~ 
EG( 自 由 群 范畴 ) 与 U :ERG-~S( 忘 却 函 子 ) 成 一 伴随 对 (下 ,UL7). 

例 3 ab:G-~AG( 参 看 上 章 $2 例 1) 与 典 人 函 子 i: AG 一 G 
成 一 伴随 对 (ap ,i). 

例 4 设 D:S>Top 为 使 任 一 集合 X 变 成 具有 离散 拓 朴 (一 
切 子 集 都 是 开 集 ) 的 拓扑 空间 (因此 也 使 任 一 集 映 射 变 成 连续 映射 
Top 中 的 态 射 ) 的 函 子 . U:Top 一 S 为 忘却 函 子 , 则 (D , U) 为 
一 个 伴随 对 . 

注意 忘却 函 子 (或 部 分 忘却 函 子 ) 常 可 配 成 伴随 对 .再 看 两 个 
例子 . 

例 5 设 F=R WW—:AG>rW, U :kN 一 AG 为 部 分 忘却 孙 
子 , 则 (FF, 口 ) 为 伴随 对 . 

例 6 设 R,S 为 环 , 下 = 一 CS :ge 驶 对 s， U :pM rNM 
为 部 分 忘却 函 子 , 则 (下 , UU) 为 伴随 对 . 

伴随 对 有 许多 重要 性 质 ,因而 有 许多 重要 应 用 . 比如 ,可 给 出 
左 、 右 正 合 函 子 . 即 

命题 4 设 R、S 为 任意 环 , 下 :8 叹 一 * 吸 ,G : 观 一 pe 驶 使 
(下 ,G ) 为 伴随 对 . 则 下 必 是 右 正 合 的 ,G 必 是 左 正 合 的 ,因而 它 
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们 都 是 加 法 函 子 . 
证 只 需 对 于 下 为 共 变 的 情况 证 明 下 为 右 正 合 的 ( 反 变 情况 
的 证 明 是 类 似 的 ). G 的 左 正 合 性 可 用 伴随 对 定义 中 的 自然 性 条 
件 类 似 地 证 明 . 
现在 任 取 kg 观 中正 合 列 
A’L>A - 工 >A“ >0 
来 证 明 
FA 一 -FA 一 -FA“-0 (1) 
为 ;59 中 的 正 合 列 ,其 中 a= Ff,B= Fr 
由 伴随 对 定义 中 自然 性 条 件 得 交换 图 (其 中 ME :中 为 任 取 
的 ) : 
人. 


0——Homs(FA’,M)— Homs (FA,M)—— Homs(FA,M) 


王 | = + (2) 


0 一 一 [IOmRC4 .GM ) 开 w Homa (A,GM , Homxr (A’',GM) 
由 函 子 Homa (一 ,GM) 的 反 变 左 正 合 性 知 下 行 是 正 合 的 .又 由 
为 同 构 并 用 上 图 的 交换 性 知 上 行 也 是 正 合 的 .于 是 从 M 的 任意 
性 ,我们 可 分 三 步 证 明 同 态 列 \1) 是 正 合 的 . 

(i) 8 满 : 取 M = Coker8 二 FA”/ImB,x :FA 一 > M 为 标准 同 


态 坟 Bx=xp=0 二 > r=0, 芭 CokerB=0, 二 ImB = FA“ 过 
Bp” 单 (上 行 正 合 ) 
8 满 . 


(ii) Ima 忆 KerB( 即 Bz =0): 由 图 (2) 之 上 行 正 合 地 a* PB" =0 
一 一 一 > a (Tra) = a” (TraB)= Ta = Ba—> pa =0. 


取 M= FA” 
0 


"= Jpa- 
(iii) Ker6C Ima : 取 M = Cokera 三 FA/Ima,7Xi :FA—> M 
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为 标准 同 态 ,来 证 x (Kerp8) =0 即 可 . 

事实 上 , 仿 (i) 之 证 过 a’ x = Xia=0=>x1 EKera’ = Imp "过 
Ioc€E€ Homs (FA“,M) 使 B*o= x = op 过 xi (Kerp) = 
oB(KerB)=0. 器] 

可 以 由 命题 4 之 证 得 出 如 下 的 有 趣 结果 . 

推论 1 对 任意 的 环 尺 ,在 g 中 (Jig ) 中 有 如 下 结果 : 

(1) 4 >A -人 -4 >0 正 合 0Hom(A",M)- 生 ~Hom， 
(A,M)->Homg (A’,M) 对 一 切 M 正 合 ( 守 0>Homa (A”,M) 


-所 -Hom (A,M)—>Homa (A’, M) 对 M = Cokera, CokerB, A” 
正 合 ); 
(i) 0 一 A’ 一 >A 一 ~4 正 合 台 0 一 Homs(M, AD) 一 > 


Homs(M,A)- 全 -Hom-(M,A) 对 一 切 M 正 合 . 

证 () (ai) 中 “之 部 分 都 是 已 知 结果 . (中 “< 由 命题 4 之 证 
已 给 出 ( 视 那 里 的 FA ,FA4A ,FA 为 这 里 的 A’,A ,Ai 中 “< 
之 证 是 类 似 的 . [ 

命题 3 与 命题 4 又 一 次 地 说 明 函 子 凶 的 右 正 合 性 与 函 子 
Hom 的 左 正 合 性 .事实 上 伴随 对 还 有 其 他 的 重要 作用 与 性 质 .可 
以 证 明 . 若 (FF,G) 为 伴随 对 , 则 不 计 自然 等 价 的 差别 时 下 由 G 唯 
一 确定 ,G 也 由 下 唯一 确定 , 且 当 下 为 全 忠实 孙子 ( 即 F:x>% 将 
任意 的 Homv (A , B) 满 单 地 变 到 Homs (FA ,FB)) 时 ,Tv 与 GF 
是 自然 等 价 的 . 

利用 伴随 同 构 定理 (定理 5) 可 将 上 节 的 命题 3 大 大 推广 一 
步 . 即 

命题 5 设 R、S 为 任意 环 , E € InjsM, BEsMr 生 BE 
FlatMtr , 则 Homs(B,E)E InjpgM. . 

证 只 需 证 明 Homw (一 ,Homs(B,E)) 正 合 ( 注 意 Homs(B， 
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FE)ErM). 
事实 上 ,由 伴随 同 构 定理 知 (下 式 右 端的 “。” 表 函 子 合成 ) 
Home (—,Homs(B,E))>Homs(B CO—,E) 
=Homs(—,E)°(B co 一 ) 
由 EE Injs 和 WW 知 Homs( 一 ,EE) 正 合 , 由 BEFlatMnw 知 B 0 一 正 
合 . 它 们 合成 后 仍 正 合 , 因 此 和 欲 证 的 函 子 是 正 合 的 . 
1973 年 B.L. Osofsky 证 明了 命题 5 之 逆 也 是 成 立 的 .有 兴趣 
的 读者 可 参看 [Os,73j. 
在 上 节 定 义 3 中 ,对 BE 对 r ,我 们 称 
B® = Homyz(B ,QZ)E ,MNM 
为 B 的 示 性 模 . 并 证 明了 (上 节 推 论 4)Q/ZE Injz 咏 .现在 我 们 用 
示 性 模 将 平坦 模 与 内 射 模 沟通 起 来 .为 此 , 先 证 明 如 下 结果 .从 中 
可 看 出 示 性 模 的 “ 示 性 ”作用 . 
B 


命题 6 在 钢 。 中 ,0 一 >A 一 ->B 一 ->C 一 >0 正 合 的 充分 必 


要 条 件 是 


©® 
0>C® EBe :Ao-»0 


正 合 .其 中 对 同 态 f,f 表示 Homz( 一 ,Q/Z)(7). 

证 由 Q/ZE Injz 羽 知 的 手 Homz( 一 ,QZ) 为 反 变 正 合 函 子 . 
因此 必要 性 证 出 . 

充分 性 :为 记号 的 方便 ,只 需 证 :不 必 假 定 6 单 及 wo” 满 ,只 要 
Kera® = Im 成 立 必 有 KerB= Ima (注意 函 子 凶 是 反 变 的 1). 

(i) Ima CKerB: 

反 设 有 a€ A 使 aa KerB. 即 Baa 关 0. 令 (Baa) 为 C( 作 为 加 
法 Abel 群 ) 的 由 Bua 生成 的 循环 子 群 .定义 

三 《Pa 一 QJZ 

使 


154 第 二 章 ”特殊 模 与 相应 的 维 数 
广 +Z, 当 ord(paa)= co 时 


f(boa )= | 
元 十 2, 当 ord( Baa ) =n 时 


则 0 了 关 fEHomz(《faa) ,QZ). 但 QZE Injz 吸 ,于 是 f 可 开拓 为 0 
天 广 EHomz(C,QZ) = C®. 因 此 fa 了 0, 即 a® B®( 了 ) 关 0. 这 
与 Kera® = Im 了 矛盾. 

(i) KerpS Imeu : 

反 设 有 bEKerB\ Ima, 则 0 关 5 + ImaEB/Imax. 由 上 有 段 证 法 
知 , 必 有 gEHomz(B/Ima,Q/Z) 使 (+ Imeu ) 天 0. 

令 r:B-B/Ima 为 标准 同 态 , 则 有 

f= gr:B>Q2 
使 FL) 天 0 且 f(Ima)=0. 于 是 0= fa=a®f, 即 f€ Kera® = 
Imp” .因此 有 grEC" 使 /= p® (g1)=gi1B. 故 九 = B81 所 D 但 用 
天 0,pEKerp8. 这 是 不 可 能 的 . [ 

上 面 命题 6 之 证 中 的 (事实 上 已 证 得 一 个 重要 结果 . 为 写 出 
这 个 结果 ,我们 顺便 给 出 对 偶 于 本 章 $1 习题 第 2 题 中 “生成 子 ” 
的 上 生成 子 的 概念 . 

定义 4 者 对 任意 的 MErk 驶 都 有 一 个 公共 的 CER 吕 使 有 
单 同 态 

M 盖 册 C 
则 称 C 为 ¢ 吸 的 上 生成 子 (cogenerator). 

在 命题 6 之 证 的 (i) 中 将 C 改 为 MEz 观 , haa 换 为 mE M， 
则 得 0 关 f, EHomz(《m),Q/Z), 因 QZE InjzM 之 故 可 开拓 为 0 
闫 ,EHomz (MM ,QZ) ,容易 看 出 了 |, = 为 单 同 态 .由 直 积 
QZ 的 泛 性 质 知 有 k 观 中 同 态 

: f:M> I QJZ 

mom>(f, (mo0)) 
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任 取 mo 天 0,mzoEM, 则 由 于 f (mo) 天 0 因此 f(mo) 隆 0. 故 f 
为 单 同 态 . 于 是 有 
推论 2 QZ 为 z 驶 ( 即 AG) 的 内 射 上 生成 子 . 
事实 上 对 任意 环 R 总 可 证 明 下 述 结果 . 
命题 7 kN(Mr) 总 有 内 射 上 生成 子 . 
证 令 
B= I II Re/ 由 上 节 定 理 5 知 B 必 为 某 一 内 射 R 一 


模 下 的 子 模 . 任 取 Me ,0 了 关 m EM, 则 《mm) 二 R/T 对 某 一 个 I 
一 R 成 立 .于 是 有 下 图 (g ,i 均 为 咒 中 的 单 同 态 ) 


bk、 


cm 一 一 
由 EInjk 观 知 ， 必 有 使 上 图 为 交换 图 的 R - 模 同 态 f(g 的 开 
拓 ), 因 而 f(m)=g(m ) 关 0, 从 而 肯定 有 k 纲 中 单 同 态 M 一 
JIE. 口 


mEM 


现在 来 证 明 J. Lembek1964 年 的 一 个 有 重要 意义 的 结果 (不 
难看 出 对 z0 的 任 一 内 射 上 生成 子 U, BS 改 为 Homz(B,U) 后 ， 
该 结果 仍 成 立 ). 

定理 6 对 任意 的 环 R,BEFlatms 的 充分 必要 条 件 是 它 的 
示 性 模 BSE€ Injy 叫 . 

证 之 :由 Q/ZE Injz 遥 ,BEFlatgyig 用 命题 5 即 得 . 

< 二 :BO EInjg 员 时 ,Homr (一 , BS) 是 正 合 反 变 的 .因此 变 单 
同 态 为 满 同 态 、 变 满 同 态 为 单 同 态 .于 是 任 取 (k 骂 中 的 ) 单 同 态 
f:A”> A 必 有 上 行为 满 同 态 且 竖 直 箭头 为 同 构 的 交换 图 (由 伴 
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随同 构 定 理 ) 


Homxr (4 , BO) 一 一 = Homax (A', BO) 


二 tr 一 


T 


Homz( BOA ,'Q/2) F Homz BO A', Q/Z) 
R 


于 是 p 为 满 同 态 , 即 
(B OA) (BA) 
为 满 同 态 . 故 由 命题 6 知 有 单 同 态 
B CA :BOA 

这 就 证 出 了 BE Flatter. 口 

当然 仿照 内 射 模 判定 的 Bear 准则 的 思路 ,应 该 考虑 :如 何 用 
单 侧 理想 来 判定 BE 中 g 的 平坦 性 ? 由 于 平坦 模 是 通过 Co 来 定义 
的 .自然 会 想到 考虑 用 左 理想 1, 考察 B CI 的 有 关 性 质 . 事实 上 
我 们 可 得 如 下 的 一 些 结果 . 

定理 7 对 任意 环 R, 在 观 。 中 ,BE Flat9ts 的 充分 必要 条 
件 是 对 环 的 一 切 左 理想 7 及 骨 人 同 态 ;:T> > R 必 有 单 同 态 B Cl 
&B COR , 即 万 ooi 为 单 同 态 . 

证 之 :由 平坦 模 定 义 即 得 . 
三 : 设 BCI ji 启 B COR 为 单 同 态 , YI R. 由 命题 6 知 
(B OR) >(B OD, VI<IR 
为 满 同 态 .由 伴随 同 构 定理 及 定理 6 之 证 知 , 必 有 满 同 态 
Homxr (R ,B® ) 一 > Homx (1,B®), VI<IR 
因此 由 Bear 准则 知 BE Injg 吸 .再 由 定理 6 即 知 BE Flat9x. 
口 
注意 到 对 任意 的 ME Mr， 
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M WR>M= MR 

可 由 定理 7 预见 出 如 下 结果 . 

定理 8 对 任意 环 R ,在 名 中 下 述 各 点 等 价 : 

(i) ME Flat.; , 

Gi) VI R,M OI SMI, 其 中 u(m@ii)= mii, YmE€ 
AT ,zi GT; 

(ii) YI < R,M ISMI 为 单 同 态 ,其 中 x 的 定义 同 
(ii 中 所 示 . 

证 注意 ,我 们 显然 有 如 下 的 交换 图 . 

Iu Go 


MCI ‘MOR 


* MaCor 


a V I<R ,meM ,reR 
2: 1>—> RR 


M=MR mr 


由 为 同 构 知 ,TvC9i 为 单 同 态 SSwu (Iw 的 i) 为 单 同 态 .而 由 
定理 7 知 ,MEFlat 驴 Iw 的 i 为 单 同 态 .再 注意 Imu’ (Iw 的 i) 
= MT , 即 知 (i) (ii) (iii) 互 相等 价 . 口 

注意 对 任意 的 BE 加 % 必 有 FE FlatMr (比如 取 FE 
Freehtr ) 使 有 带 垦 入 同 态 i 的 短 正 合 列 


0>K — >F _—£>B->0 (3) 


我 们 可 用 此 来 刻画 平坦 模 . 
定理 9 设 FEFlat9tr ,(3) 为 吸 g 中 的 正 合 列 , 其 中 i 为 丢 
入 同 态 . 则 BE Flatr 的 充分 必要 条 件 是 对 尺 的 一 切 左 理想 了 ， 
都 有 
KNFI= KI 
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证 二 :由 一 95 的 右 正 合 性 知 有 正 合 列 
K OITAF OITB ® I>0. 
R R 
由 FE Flat9ha ,从 定理 8 知 FI 和 FJ. 同 理 有 B Qi 一 BT .而 
Imu (i9D )= KI 蕴含 着 iOOL(K C9T)= wu '(KI). 于 是 


Ker(B OI)=Im(iOL)=u (KI) 
即 有 实 箭头 所 示 的 行 正 合 交换 图 


1 一 1 


0 


KI FOI SO -psQT ~ 0 
R 


R 
| 1 
xz| la, 过 IW od 
11 
Y 


| 
0 一 一 开门 三 7 一 一 一 Fl 
i|kns Bl|r 


由 上 章 $4 命题 1 知 , 必 有 唯一 的 同 态 a 使 上 图 仍 为 交换 图 .于 是 
al 三 MUU |r = Lo 
同 理 ,将 wu ,wi 改 为 4& ,ui ，, 反 转 竖 直 箭 头 可 得 唯一 的 a, 使 
u as=u , 即 a= 天 nr 因此 天 IT= 天 门 FT. 
二 :此 时 将 上 图 中 ai 改 为 和 raz 改 为 Iknm (都 是 恒 等 同 
态 ). 由 设 FEFlatgyie 用 定理 8 又 知 ,有 同 构 F 691 一 >FI. 于 是 


由 上 章 $4 命题 1" 知 有 唯一 的 同 态 B QI 一 >BI 与 BI 一 > 也 I 
(对 wa ,xz ”) 使 上 图 为 交换 图 且 wu, = [py ,wzui = Jagr . 因此 如 
CI 二 BI, VI RR. 再 由 定理 8 即 得 欲 证 . 口 

现在 我 们 顺便 地 用 定理 9 证 明 : 对 Abel 群 ( 即 z 哆 ) 来 讲 ,* 平 


坦 ” 与 “无 找 (也 称 无 扭 ) 是 一 回 事 . 即 
G 为 平坦 ZZ 一 模 续 G 为 无 挠 Abel 群 . 
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这 样 可 有 助 于 我 们 理解 “平坦 "的 含意 ,而 且 这 也 使 判定 ZE- 模 的 
平坦 性 变 得 更 容易 , 即 只 要 看 G 有 无 有 限 阶 元 素 就 行 了 (参看 例 
1) .为 此 ,我 们 来 证 明 更 一 般 的 结果 .在 下 面 ( 尺 无 零 因 子 时 ) 的 结 
果 中 ,B 是 无 挠 R -- 模 是 指 ; 对 任意 的 5EB 车 有 0 关 rER 使 6 
=0, 则 5b=0, 更 一 般 的 定义 见 下 章 $ 4. 

推论 3 设 REPID( 交 换 的 主 理想 整 环 ), BER 驶 , 则 B 为 
平坦 R 一 模 的 充分 必要 条 件 是 B 为 无 找 R 一 模 . 

证 取 下 为 以 B 的 生成 系 作 基 的 自由 R 一 模 , 则 有 定理 9 中 
的 正 合 列 (3): 


0-> 开 一 =- 上-B-=0 


由 REPID 知 , 它 的 理想 都 是 Ra 之 形 , 其 中 a ER. 于 是 从 定理 9 
知 , BEFlatrMOOKNF'Ra= KRa,VaE€R. 后 者 显然 等 价 于 
K[(\Ra:FCRa:K, Va€ER 

即 arE€ K ,zxEF 北 含 着 arEakK ,但 R 无 零 因 子 , 于 是 这 又 等 价 
于 arE€EK,xEF 纺 含 着 TEK. 

男 一 方面 ,注意 B 二 F/K, 故 BEFlatr 观 等 价 于 ab=0,6bE 
B,aER 时 必 有 5b=0, 即 B 为 无 乒 R 一 模 . 品 

注 3 由 推论 3( 注 意 ZEPID) 立 知 QE Flatz3. 同时 推论 3 之 
证 事实 上 给 出 了 更 一 般 地 关于 整 环 ( 无 零 因 子 交 换 环 ) 的 如 下 结 
果 . 

推论 4 设 民 为 整 环 ,BEFlatg 骏 , 则 B 为 无 找 R 一 模 . 

注 4 我 们 称 一 切 有 限 生 成 左 理想 都 为 投射 左 R 一 模 的 环 为 
左 半 遗传 环 (left semihereditary ring) .而 称 半 遗传 整 环 为 Priifer 环 
(比如 非 紧 致 的 Riemann 曲面 上 全 体 复 解析 函数 成 Priifer 环 ). 显 
然 PID 都 是 Priifer 环 .可 以 证 明 推 论 3 对 Priifer 环 也 成 立 . 有 兴 
趣 的 读者 可 参看 [ 周 ,88,p. 223]. 

如 果 将 定理 9 中 的 下 EFlatw 改 为 下 = HR E Freegjt (这 总 


是 可 以 办 到 的 ) ,于 是 对 任意 的 也 E 巴 ,都 有 饥 ， 中 正 合 列 (3) ,其 
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中 i 仍 为 嵌入 同 态 , 取 {z 1jE 咱 为 下 之 基 ， 
v=Zzarit+Zzr EF 
并 记 z 
I(v)= Rri t+ Rr, AR 
当 R 作为 右 R 一 模 为 单 模 时 (比如 R 为 除 环 时 ) ,容易 看 出 ; 


I€ELCJ 


于 是 K= KI(K). 且 正 合 列 (3) 此 时 可 和 裂 ,从 而 B 为 FE Freegjin 
的 直 和 项 , 即 BE PG .因而 BE Flatx .由 此 可 以 预想 到 用 KK = 
KI(K ) 刻 本 平坦 模 的 可 能 性 .事实 上 ,我 们 又 有 如 下 结果 ,这 是 平 
坦 模 的 又 一 个 特征 性 质 . 

命题 8 设 R 为 任意 环 , F = xRE€ Freetx 


0—K — >~F—>B-—>0 
为 观 k 中 的 正 合 列 ,其 中 ;为 能 人 和 人 同 态 . 则 
BEFIlaMOK= KI(K),BYvEK,vEKI(v). 
证 过: 设 BEFlatma , 则 对 任意 的 v€EK， 


vEKNFI(v /ss KI(v) 


二 : 任 取 1 <4 R, 只 需 证 KN 人 FI= KI, 由 定理 9 即 知 BE 
FlatMtr. 
事实 上 由 KICK 站 ET 知 ,只 需 证 K 门 FIGKI. 为 此 , 任 取 vw 
EKNMFI, 则 有 
vEFI=—> I(v)CI 
0 EGRKT, 即 天 站 FISKT 
站 E 开 一 一 vE€E KI(v) 
条 件 
口 ] 
”由 命题 8 容易 得 到 Villamayor 的 一 个 未 发 表 但 由 [C,60 介绍 
的 下 述 结果 . | 
定理 10 设 下 EFreew ,R 为 任意 环 且 
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0>K— ~F>B—>0 
为 对 rk 中 的 正 合 列 ,其 中 i 为 嵌入 同 态 , 则 下 述 三 点 是 等 价 的 . 
(i) BEFlatM.; 
(ii) YoE 天 ,有 v 确定 的 右 R 一 模 同 态 0,:F>K 使 9,(vw)= 
v; 
(ii) Yo ,v2,"… ,v0, KK, 有 由 vi ,wv,,…,v, 确定 的 右 R 一 
模 同 态 90, ,。,…,。:F>K 使 90, ,,,,。 (vi)= vi,i=1,2,…i,n. 
证 (i) 党 (让;: 令 F= HzR E FreeMr .由 BE Flatgin 用 命 
题 8 知 YvEK,vE€ KI(w). 即 v= ks kh EK,s eI).iic 
v= Zi7it+… 二 zj7,, 则 知 s, 可 表 为 
$= 7 ， a ER 
因此 v= 2k,r,, 其 中 ,= Ska . 
定义 90,:F>K 使 
ki， i=1,2,…,t 时 
-| 0， 其 他 情况 (xz; 为 其 他 基 元 素 ) 
则 0, EHomr(F,K) 有 是 使 0,(v)= vw. 
(这 全 (iii) :由 (ii 知 有 0。E HomR (下 ,KK ) 使 
0, (vi)= vi, i=1,2,.…,n 
取 v 在 下 之 基 |{z;| 下 的 表示 式 . 由 上 有 段 90, 的 构 作 知 , 必 有 
0,,。,…,。 EHomg (下 ,KK ) 使 将 上 述 vw 在 基 |{z; | 的 几 个 表示 式 (j 
二 1,2,"…,n) 中 用 到 的 基 元 素 变 成 相应 的 ,其 余 基 元 素 变 成 0. 
于 是 有 0 ,60,…,o E Homr (FF ,KK ) 使 0 (v;)= wv;,i=1,2, 
Nn. 
(ii) 之 (i) : 令 也 二 TI 十 TI72 十 十 E 开 ,itzij 为 下 的 


基 . 由 (起) 知 有 0, EHomnr(F,K) 使 0,(v)=w. 于 是 
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v=0,(v)=0,(z; )rit0,(z )r2t+*"+0, (xz; )r,€E KI(v) 

即 v€ KI(wv). 由 命题 8 即 知 BE Flattx. 国 

由 定理 10 可 看 出 :车 K 为 有 限 生成 的 ( 记 为 K Ef.g. Ms ). 
取 vi,v;,…,v, 为 K 的 生成 系 , 则 知 0 一 K 一 F 一 B 一 0 是 可 裂 
的 ,因此 F 二 KB. 当 FEf.g.FreeMr 或 BEf.g.WMr 时 ,BE 
f.g. PM 二 fg， Flat Me. 

为 便于 将 此 写成 一 个 结果 .引进 如 下 定义 . 

定义 5 设 BE 且 有 Fi,F,Ef.g. Freegji。 使 

上 1 一 和 0 一 有 一 0 

为 路 中 的 正 合 列 , 则 称 B 为 有 限 表 示 ( 现 ) 的 (finitely present- 
ed), 记 为 BEf.p.WMr ,或 称 B 为 有 限 相 关 的 (finitely related) 记 为 
BEf.r. Mr. 

类 似 地 可 定义 左 R 一 模 的 有 限 表 示 性 . 

显然 f.p. 纲 pCf.g. Mr .我 们 下 面 来 证 

命题 9 对 任意 环 R， 
f.p. Flat Mr =f{.p. Pr ={.g. Pr 
因此 ,有 限 表示 的 平坦 模 必 为 投射 模 . 即 ,对 有 限 表 示 模 类 ,平坦 与 
投射 是 等 价 概念 . 

证 显然 有 f.p. Flat 吸 g 二 {.p，P CEf.g. PMWM, ,因此 只 需 
证 下 述 两 点 . 

(i) f.p. Flat Me SPM.. 

设 BEf.p. FlatMx , 则 有 正 合 列 

Bb 


FF —>F, —>B—0 
其 中 Fl,FoEt.eg. Free Dn. 取 KK= KerB 则 K= Ima. 因 此 


0>K—>F, —m>B—>0 


正 合 .又 由 FEf.g. 吸 ， 知 K = Ima€f.g.r ,于 是 由 定义 5 前 
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的 分 析 即 知 BE PNM，. 

(ii) f.g. PMRr Cf.p. Mr. 

设 PEf.g. PMr, 则 有 QEf.g. 了 Mr 使 F= PDQEf.g. 
FreeMr .于 是 有 正 合 列 

0—>Q—F—P—0 
此 时 必 有 Fl Ef.g. Free Mk 使 有 满 同 态 F, 一 > Q. 于 是 
Fi>F—>P—~0 : 
正 合 . 即 PEf.p. Mx. 口 

由 上 证 已 顺便 得 到 如 下 推论 . 

推论 5 对 任意 环 R,MEf.p. 吸 驹 有 FEf.g，Free MN。 
与 KEf.g. Mn 使 

0 一 天 一 下 ,一 AM 一 0 
正 合 . 

下 面 的 例子 说 明 f. g.> f.p.. 

例 7 设 尺 = 开 ;[ziyz | ,Ki 为 域 .I= <x! ,xz,， 
> 为 及 的 由 zz …,z，… 生 成 的 理想 .显然 RITE 
f.g. .我 们 来 证 R/I&f.p. 

事实 上 , 若 R/TEf.p. , 则 有 正 合 列 (其 中 Fo Ef.g. Free Mk， 
KEf.g. Mr) 

0—K—F0>RI/I—0 
由 上 章 $4 命题 1 可 得 行 正 合 的 交换 图 (pp 由 Fe 的 投射 性 得 到 ， 
a 由 户 , ,1a 得 到 ) 


K 一 0 


一 一 一 RR 一 一代 /7 一 一 一 一 (0 


及 /7 一 一 0 


Tr/ 


入 


| 
| 
| 
| 
I 


0 ~ (0 一 一 一 一 一 一 
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由 五 引 理 知 a 满 . 因此 由 KE€f.g. 知 IE€Ef.g.. 这 显然 是 不 可 能 
的 , 故 R/I&f.p.. 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 给 出 Noether 环 的 一 个 特征 性 质 . 它 
是 [Ro,79] 中 推论 4.2 的 改进 . 

定理 11 环 R 为 左 ( 右 )Noether 环 的 充分 必要 条 件 是 一 切 
有 限 生 成 左 ( 右 ) 尺 - 模 都 是 有 限 表 示 的 . 即 fg.R 巴 = 
f.p. rM({. g. Mr =f.p. Mex). 

证 汪 : 设 R 为 左 Noether 环 , METf.g.g 吸 ,来 证 ME 
f.p. kM. 事实 上 ,由 MEf.g.g 观 知 必 有 下 Ef.g.FreerM 使 成 正 
合 列 

0~Ker/>F >M—0 
由 RR 为 左 Noether 环 , FEf.g.r 观 知 下 的 左 R 一 子 模 KerfE€ 
f.g. kM. 因此 ,由 推论 5( 当 然 可 用 于 kg 纲 ) 即 知 MEf.p.g 哆 . 

二 : 设 f.g.g 驶 =f.p.g 吕 ,来 证 R 的 一 切 左 理想 都 是 有 限 生 
成 的 , 即 知 R 为 左 Noether 环 . 为 此 取 R 的 任 一 个 左 理想 I, 则 有 
左 RR 一 模 正 合 列 

0—>I1—>R—RI/I—0 
但 RATEf.g.g 吸 =f.p.g 吸 .因此 又 有 左 尺 一 模 正 合 列 
0>K—F—RI/I—0 
其 中 FEf. g. Freerp Cf. g. PR 观 , K Ef.g.g 吕 ,由 本 章 $1 的 
Schanuel 引 理 知 , 必 有 左 RR 一 模 同 构 


TGF 一 天 中 民 
于 是 由 KREf.g.g 纲 即 知 (KOR 到 I 有 满 同 态 )IT Ef.g. g. 
图 

习 题 2.3 


1. 设 R 为 任意 环 ,下 二 HE E Flatr .证 明 F; € Flatr W, Yi EJ.( 注 
意 : 反 过 来 不 成 立 ). 


7 Tj 呆 - 下 卫 1 


2. 设 0 一 A 一 BC 一 0 在 观 e 中 正 合 , A, CE Flathr .证 明 ; BE 
FlatMNx . 

(建议 ;用 定理 8 与 三 引 理 ). 

3. 证 明 在 Ng: 中 ,下 述 三 点 等 价 ， 

(i) BEf.p. Mer; 。 

(i) 有 Po ,PiEf.g.PDr 使 忆 -> Po 一 B->0 正 合 . 

(过 ) 有 Po Ef.g. Pr ,KEf.g. Mr 使 0 > 多 一 Po 一 BB->0 正 合 . 

4. 证 明 例 4 中 的 环 R= Ki[zi ,zs，,…,Zx,，"…j](Ki 为 域 ) 不 是 Noether 
环 . 

5. 证 明 : 设 BE Mr . 则 BEFlatgjis 兮 对 任意 的 关系 式 


Sba =0,6 EB,a€ER . 
起 
都 必 有 wi,z2,…,umnEB 以 及 cs ER,i=1,2,…,m,j 二 1,2,…,n, 使 


Scya; =0， i=1,2,°",m 
产 


且 
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在 本 章 中 我 们 将 介绍 环 模 复 形 的 同调 函 子 .导出 函 子 与 长 正 
合 列 定理 ;特别 是 Hom 的 导出 函 子 Ext 以 及 四 的 导出 函 子 Tor. 
上 一 章 的 大 部 分 内 容 都 在 本 章 中 得 到 深化 与 发 展 .上 章 遗 留 下 来 
的 一 些 重要 问题 也 将 在 本 章 中 得 到 解决 .特别 是 ,我 们 将 用 本 章 的 
理论 证 明 同 调 维 数 中 的 两 个 关键 性 的 结果 . 即 ,对 任意 环 由 左 ( 右 ) 
模 的 投射 分 解 与 内 射 分 解 定义 的 两 种 整体 维 数 是 相等 的 ;由 左 模 、 
右 模 的 平坦 分 解 定义 的 左右 弱 维 数 也 是 相等 的 .而 且 我 们 将 证 明 
环 的 整体 维 数 与 弱 维 数 的 计算 都 归结 为 循环 模 相 应 维 数 的 计算 . 
在 本 章 的 学 习 中 我 们 希望 读者 能 熟悉 长 正 合 列 的 作用 .事实 上 这 
是 同调 代数 中 三 大 方法 之 一 .在 拓扑 学 与 几何 学 中 也 有 重要 应 用 . 
容易 看 出 ,本 章 的 主要 结果 也 可 应 用 于 更 广 的 范畴 . 
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先 将 拓扑 学 中 ( 链 ) 复 形 的 概念 移植 到 任意 环 R 上 的 模范 畴 
(比如 吸 ). 


= AAA n€Z 
满足 d,d,,1 =0, Yn€2, 则 称 A 为 一 个 (x 骂 ) 复 形 (complex) 或 
链 复 形 (chain complex), 记 为 A 或 (A ,qd).d, 称 为 A 的 微分 (dif- 
ferentiation ) 或 边缘 算 子 (boundary operator). 
由 定义 1 知 , 复 形 不 但 是 正 合 列 的 推广 (这 里 的 条 件 dd 
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=0 等 价 于 Imd, ;1Ker d, ) ,而 且 也 可 看 作 是 模 的 推广 . 因为 对 
任意 的 ME Rk 员 可 看 成 是 复 形 


“0 一 一 >(U 一 >… -0 一 -M- 汉 M 一 -0 一 ~ 
定义 2 设 (A， 4 ) 为 (9) 复 形 ， 称 
五 ， (A)= Kerd,/Imcd 
为 (A ,qd) 的 第 x 个 同调 模 (n* homology module) ,有 时 也 称 为 n 
维 同调 模 . 加 
Ker.d， 的 元 素 称 为 此 复 形 的 - 圈 ( 闭 链 ,循环 ) (n - cycle)， 
Imd,+1 的 元 素 称 为 此 复 形 的 n 一 边缘 (2 - boundary) , 常 记 
Ln = LL, (A )= Kerd., 
B,=B,(A)= mad, 
H.(A )=2,(A )/B.,(A) 
H, (A ) 中 的 元 素 常 被 记 为 [a] = a + B, (A ), 称 为 a 的 同调 类 ， 
Va€Z.(A). 
下 面 来 定义 复 形 之 间 的 态 射 ( 链 上 映射 ). 
定义 3 设 (A ,d)、(A',qd ) 为 (x 加 ) 复 形 ,f,:A, 一 A’,Vn 
EZ ,为 使 下 图 成 交换 图 的 ( 左 R 一 模 ) 同 态 . 


ds+1 、 d, 


A, 一 A,-i 


本 一 一 A,+] 


本 1 六 


dn+i dn 


/ 、 \ 
A — A 


-一 一 一 一 4 ， 

则 称 f= {| 为 复 形 (A ,4d) 到 复 形 (A’, qd) 的 链 映射 (chain 
map) , 记 为 f:A 一 A ' 或 A 一 >A .也 称 f 为 揽 形 映 ( 态 ) 射 

用 。 观 中 同 态 的 合成 定义 链 映 射 的 合成 , 则 得 到 一 个 范畴 , 它 

以 复 形 为 对 象 , 以 链 喘 射 为 态 射 , 称 为 " 叫 上 的 复 形 范畴 . 记 为 
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Comp 或 Comp(g 叶 ). 
由 定义 2 立 知 . 
复 形 A 为 正 合 列 属 H.,(A )=0,Vn€Z. 
这 种 复 形 称 为 零 调 复 形 (acyclic complex) 有 的 文献 上 (如 [Co,79|]) 
的 零 调 复 形 定义 中 不 要 求 H,(A ) =0. 在 下 节 讲 到 删 项 复 形 时 会 
看 出 这 两 种 定义 的 作用 实质 上 是 一 样 的 . 
由 定义 3 知 : 
链 映射 f= {1 为 复 形 同 构 ( 复 形 范畴 中 的 同 构 ( 等 价 ) 态 射 ) 
怠 矿 为 同 构 , Vn€Z. 
例 1 YME: 嘱 ,M 的 投射 分 解 
py = … 一 了 一 ~ 了 一 >~AM 一 >~0 (右边 可 无 限 地 补 “0”) 
为 零 调 复 形 , M 的 内 射 分 解 
Ev =0 一 NM 一 FE" 一 FE' 一 …( 左 边 可 无 限 地 补 “0”) 
也 是 零 调 复 形 . 
PP 中 顺 箭 头 方向 ,下 足 码 递减 ,本 * 中 顺 箭 头 方向 上 肩 码 递增 . 
为 统一 起 见 , 常 将 Ey 改写 成 
Ey=0—M——E——>E_——E,— 
注意 加 法 共 变 或 反 变 函 子 都 保持 零 对 象 及 零 态 射 ,因此 有 如 
下 结果 . 
命题 1 设 (A ,4d) 为 (: 骂 ) 复 形 , 下 :s 观 一 一 , 咒 
为 加 法 共 变 (或 反 变 ) 函 子 , 则 


F(A)=.…>F(A,.)— 
共 变 时 ) 
(F(A)=" F(A 一 FF(A 一 2 


= HB-nrl Lp- ne- "1 >».. (下 反 变 时 )) 


"=F(A,) 
必 是 , 叫 复 形 .因此 下 .Comp(k 驶 ) 一 Comp(s 骂 ) 仍 为 加 法 共 变 


F(A )— SF(A, ,)>-…(F 


下 (A， 1) 一 ， “” 
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( 反 变 ) 函 子 (Comp(x 哮 ) 中 的 零 对 象 即 …>0 一 >0 一 >0->…, 零 


态 射 即 0= {01). 
证 下 共 变 时 ,由 
FdaFd;i=F(dd;ri)=F(0)=0 
即 知 .下 反 变 时 由 
Fd;viFd,=F(dd;n)=F(0)=0 
即 知 . [L 


容易 想象 , 复 形 间 的 链 映射 必 带 来 它们 的 同调 模 的 联系 .为 此 
对 k 驶 复 形 给 出 如 下 定义 . 
定义 4 设 /:A 一 >A ”为 链 映 射 , 定 义 
f.=H,(f):H,(A)—H,(A’,) 
Z,+B,(A) > £f,.(2,)+B,(A’) 
则 (下 面 可 证 )f, 为 骂 中 的 同 态 , 称 为 由 f 诱导 的 同 态 (映射 ). 
下 面 来 证 HH, :Comp(g 观 ) 一 >k 驶 为 加 法 共 变 函 子 . 即 
定理 1 对 任意 的 n€2， 
H, :Comp(rMM)—rM 
为 加 法 共 变 函 子 . 记 : 互 = { 互 ,}, 称 为 同调 范 子 (homology func- 
tor ) . 
证 ”只 需 证 f, 为 完全 确定 的 ,其 余 都 是 显 见 的 . 
事实 上 ,由 f:(A ,d) 一 >(A ',d ) 为 链 映射 知 有 交换 图 


d, 
dn+i A, ———» 4，， 


A,ti 
fonti | , VnEZ 
4 tA A 


为 证 f, 的 完全 确定 性 ,只 要 证 f.(Z,(A))SZ(A'),f, (B,(A))CS 
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B,(A ). 这 是 不 难 验证 的 : 
Kerd, = 2Z >d,z, =0>d 
Vz,E cICn "(A ) nZn nfnZn md 1 Cn 之 n 
=0 一 三 > EKerd ， = 2Z, (A '). 
VD EImd,:! = B, (A ) 二 3a,iEA,11 使 5b.= dn+1Qnt+!1 


之 a» = fd +10n+10 诡 换 图 )< ‘ntifrrian+1 EB.(A ). 


这 就 证 出 了 f, 的 完全 确定 性 . 请 
注意 正 合 晤 子 一 定 是 加 法 郴 子 ( 见 第 一 章 $》7) 可 得 如 下 结果 . 
命题 2 (| ) 设 工 :R 欢 一 ~ 以 为 正 合共 变 函 子 , 则 

H,(TA)=TH,(A),Mm HT= TH,; 
(jj ) 设 G;:r 驶 一 一 ,为 正 合 反 变 函 子 , 则 
Hj_,(G A)~GH.,(A),Wp H_,G= GH,, 


. | Ga 
(CA) “表示 GA,_1 一 GA.,. 


其 中 (GA)-" ?Se 
证 只 和 需 对 械 证 明 , 对 G 的 证 明 是 对 偶 的 . 
由 
A = A ,A 一 ~ 人 1 » 
知 , 有 正 合 列 


0->Imd ,，>> Kerd, —> H,(A)——0 
因为 T 为 正 合共 变 的 ,又 有 
0—T(Imd,,) 一 T(Ker d,)—> T(H.(A))——0 
因此 由 正 合 函 子 个 保 核 、 保 象 知 
TH (A )T(Ker d,)/T(Im d,+1)Ker Ta, /Im TZ 
二 H, (TA) 口 
注意 全 显然 为 正 合 函 子 ,因此 有 如 下 推论 . 
推论 1 万， (LAVINH, (A, ), 
其 中 左 端 全 A， 表 Comp(g 咏 ) 中 的 直 和 ,也 可 按 模 的 直 和 定义 法 
直接 定义 . 
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下 面 给 出 子 复 形 与 商 复 形 等 概念 . 

定义 5 设 (A ,ad) 为 复 形 ,(A ,d ) 满 足 A“. 达 A,( 即 A 为 
A, 的 子 R 一 模 ) 且 4, = 4d， Fa , 则 称 (A ,dd ) 为 (A， 4) 的 子 复 形 
(subconmplex ) ， 记 为 (A',d’)<(A,， dA <A. 此 时 称 

A/A'’= A A, A,- 1 /A ,- 1 

为 A 对 于 A 的 商 复 形 (quotient complex) ,其 中 

d, :a +A， > dan +A 1 , 即 c 一 一 Ca， ， Va, CA,. 

定义 6 设 f:(A,d) 一 >(B ,9) 为 复 形 的 链 映射 , 记 


| ) 
| ) 


元 加 
Cokerf = … 一 Coker 太 —>Cokerf,_1 一 …,(9, 由 9, 诱导 ) 


don 
Kerf=*…—>Kerf, —>Kerf,-1™…， ( n 


9n 
Imf= -Imf, —>Imf,-_1™>*…: ， ( An 一 


分 别称 为 链 映射 了 的 核 . 象 与 上 核 
显然 有 
推论 2 在 定义 6 的 记号 下 ， 
A/K erf 二 1mf 
Cokerf~B/Imf 
定义 7 若 有 复 形 链 上 映射 列 
A BC >... 
使 
‘mf=K erg 


则 称 此 列 在 B 处 正 合 . 处 处 正 合 的 列 称 为 复 形 正 合 列 (有 堪 ( 右 ) 端 
时 , 左 ( 右 ) 端 处 不 计 ). 形 如 

0>A— ~B-£>C—»0 
(0 表 零 复 形 , 即 …-> 0 一 0 一 0 一 …) 的 复 形 正 合 列 称 为 复 形 短 
正 合 列 . 
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类 似 于 路 中 那样 ,可 定义 复 形 的 可 和 裂 正 合 列 , 并 证 明 左 可 裂 

等 价 于 右 可 和 裂 , 也 等 价 于 B 二 A 外 C . 
.在 下 节 中 我 们 将 看 到 :对 上 述 短 正 合 列 用 同调 函 子 作 用 后 ,一 

般 地 既 不 是 左 正 合 的 ,也 不 是 右 正 合 的 ,而 只 能 得 到 “ 半 ” 正 合 列 
H(A) 一 H(B ) 一 HH,(C )( 即 只 在 有 H, (B ) 处 正 合 ). 

对 偶 于 复 形 及 其 同调 横 , 有 上 复 形 与 上 同调 模 的 概念 . 现 简 述 
如 下 . 

在 :中 中 若 


C =(C ,9)= Co Cr -Cr 
( 肩 码 随 箭头 走向 递增 ) 满 足 6" ' =0, Yn, 则 称 C 为 (R 吸 ) 上 复 
形 (cocomplex). 
H'(C )= Kerd’/Im6” ! 
称 为 上 复 形 C 的 第 ”个 上 同调 模 (cohomology module). 
7Z”=7°(C )= Kerd” 
的 元 素 称 为 C 的 n 一 上 圈 ( 上 闭 链 , 上 御 环 )(n 一 cocycle). 
B" =B"(C)=Imo" 
的 元 素 称 为 C 的 n 一 上 边缘 (n 一 coboundary). 

仿 前 可 对 偶 地 定义 子 上 复 形 、 商 上 复 形 等 概念 . 链 映射 矿 诱 
导 的 映射 ( 同 态 ) 五 ( 亡 记 为 矿 . 

复 形 与 上 复 形 的 概念 与 相关 结果 都 是 对 偶 的 .我 们 今后 主要 
讨论 复 形 .不 加 声明 时 均 指 听 上 的 复 形 ,虽然 许多 结果 可 推广 到 
更 广 的 范畴 . 

下 面 介 绍 在 复 形 同调 理论 中 起 着 关键 作用 的 两 个 结果 一 一 连 
接 同 态 定 理 与 长 正 合 列 和 定理 . 

定理 2( 连 接 同 态 定 理 ) 设 

0 一 ~ 人 A 一 ~B 一 一 C- 一 ~0 
为 对 上 复 形 的 短 正 合 列 , 则 对 一 切 ”都 有 kx 驶 中 的 同 态 ( 称 为 连 
接 同 态 (connecting homomorphism)) 
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9, :万 ， (C )—H,_1(A) 
使 
"a:Cct+BC) > ilYdp ps *(c)+B,_1(A) 
其 中 je 的 第 n 个 边缘 算 子 dp , : B, 一 B,_1 ,zx' “表示 沿 同 
态 z 箭头 相反 方向 的 图 追踪 . 
证 由 设 知 ,有 如 下 实 箭头 所 示 的 行 正 合 交换 图 : 


现在 没 虚 箭头 所 示 由 C, 出 发 进行 图 追踪 如 下 : 

任 取 互 ,(C ) 中 元 素 , 必 可 表 为 c+ B,(C ), 其 中 cE Kerdc，,， 
B,. (C )= Imde,,+1. 

由 cE Kerdc,, CC, =- jb5,EB, 使 p,(b,)=c=p,_i 


“dB.n (bn ) Tm dc,a(c)= 0Sa, 6, )EKerp, 
有 | a Cn - EA, 使 in_1(Qn-1) = dp,n (b, ). 


| 下面 尚 需 验证 如 下 两 点 (验证 这 两 点 后 ,可 知 9 ,+ BC ) 
mY CQ， 1 + 也 (AIV) 为 [ 吸 中 的 同 态 ). 
(i) 上 述 的 a,-1 EKerqd。,,-1 ,因而 [a,_1 EH,_,(A). 


. Imi, -i 
B_ _ | 处 正 合 
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a-2dA,n- 1 (Qn- 1 ) dB,n- 1 iz-1(Qn- 1 一 ds, na-1dB.n (bn ) 


-0 一 da,n- 1(Q，- _ 0 ， 即 Qn— ERKerd 1 。 


(i) c -> da。 _ 1 是 完全 确定 的 (与 b, 选取 无 关 ) .为 此 只 需 证 
当 [cj=0( 即 cEImdc ,=B,(C)) 时 [cj= 0( 即 2，; 和 
Imd4,. ) .事实 上 ， 

[cj=0 即 cEImdc 之 jcEC 使 dc ly(ci)=c 
2 Ij br EB 使 p11 (b+1) 一 Cntl dBp,n+1(b+1) 一 DG 


思 .+ 1 满 


Kerp, 一 一 一 一 Imi, 41e, EA, 使 i a (Qn ) = dp,n+1(bn+1) 一 


b, —> 四 可 换 Zn a ) = dp i, (a， ) 一 dp (dBp,n+1 (bn+1) 一 b, ) 


0 dp,n (b, ) 一 一 一 Ln — 1 (Qn- 1 Qn-1 = dan(— an)E 
Imda,.. [L 
定理 3 (( 复 形 同 调 的 ) 长 正 合 列 (long exact sequence) 定 理 ). 
设 
0 一 ~A 一 ~B 一 >C 一 ~0 
为 g 嘱 上 复 形 的 短 正 合 列 , 则 
(i) 有 gM 中 正 合 列 (其 中 2 为 连接 同 态 ) 


>H,(A)—>H,(B)L>H, (C)—>H, (A) 一 


万 ,1 (B )—>H, (C )—>H,_,(A )—>…… 9 
即 有 足 码 螺旋 式 下 降 的 正 合 三 角形 (exact triangle)( 是 码 省 写 ) 
H(A)— 


H(B) 


H(C) 
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(ii) 连接 同 态 9 是 自然 的 .因此 , 若 有 带 正 合 行 的 复 形 交换 图 


A ! B tC —0 


0 


0 


从 


则 有 带 正 合 行 的 : 叶 中 交换 图 


户 . 


.一 IT (A) 一 一 = 万 (了 B) H,(C) 一 二 一 上 (A) 一 一 …. 


一 (AAA) 一 -一 万 (B') p, H,(C') 了 


证 (i) 只 需 证 (切中 同 态 列 在 瓦 , (也 ) ,万 ,(C ),H,-1(A ) 处 
正 合 . 

(a) 在 H,(B ) 处 正 合 , 即 Imi, = Kerp，. 

Imi , CCKerzp . 是 易 证 的 .因为 

六 is =H,(p)H,(i)=H,(pi)=H,(0)=0 

Kerbp ,SImi。 :为 方便 书写 与 阅读 ,下 面 的 图 追踪 均 省 去 足 
码 . 

Vy+B(B)EKerp, 妈 p(y)EB(C)=Imdc 志 jcEC 使 
p(y)= dc(c)= 字 jbE€B 使 .=p(b)>p(y)= dc(c)= dcp(b) 
a Pds(b)>y— ds(b)E Kerp 一 Imi>ja€A 使 i(a)=y 
ds(b)> ida (a ) er dyi(a) = da(y - da (b ))—— 二 dp(y) 
EZ, = da(a)= 0>a EZ(A)Si. (a+ BA)D iC + 


B(B ) 一 一 yds(b)+B(B)=y+B(B)>y+B(B)EImni.. 


H.-A’ )—… 
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(b) 在 五 ,(C ) 处 正 合 , 芭 Imp ,= Kero. 
先 证 Imp. SKerd,B9p. (y+B(B ))=0. 
ap. (y+ B(B))=ap(y)+B(A) 


.(—1) d (—1) 
(1 sp  ) 


“p(yY)+ B(A)= i dd(y)+B(A) 一 TB(A)=0( 指 
(yE Kerd, ) 
Z(A )/B(A) 中 的 0). 
再 证 KeroSImzp 。. 


7 一 1) 


Vz+ B(C)EKer90—>9(z+ B(C))=B(A) Te 

dsp' ?(z)EB(A)=Imds 二 IjaE€EA 合 i? dsp'?(z)= 
da (la) dpp” "(zx)= ida (4) dsi(a) 一 取 y=p 1!1(z)- 
i(a)E€E Kerds -2Z(B ) 一 p. (y+ B(B))=p, (p' *(z)-— 


ila)+ B(B))=z- pi(a)+B(C) z+ B(C)=>KeroC 


:=0 
正 合 ) 
Imp.. 
”(c) 在 HH,_'(A ) 处 正 合 , 即 Imo = Keri ，. 

先 证 Im90CKeri, , 即 i,9=0. 

Vz+B(C)EH(C),i. (z+ B(C))— 1 (cdpD(z) 
+B(A))=dsp' *(z)+ B(B) B(B)=0=>i,.9=0. 


再 证 Keri . 守 Im9. 

Vrt+B(A)ERKeri, ,BP i, (r+B(A))=i(z)+B(B)= 
B(B)=> 3I6E€EB 使 i(z)= dp(b) 0 Ee Pi(z)= pds(b) 
am dep (6)> pb) EZ(C)—>p(6)+B(C)EH(C) 

(Dp (6b)+B(C))= i ds(b)+B(A) 


dp(*)€ B(B) 


( Dapt 


a=i 


——————z +B(A)EIm >Keri, CImo. 
由 上 dp (5)=i(z) 


(ii) 中、G@ 为 交换 图 , 瓦 , 为 共 变 函 子 二 QH 、 为 交换 图 . 
定理 2 之 证 的 追踪 二 Yc+B(C)EH(C),j6b,a 使 p(5b) 
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=c,i(a)= ds(6). 
p(b)=c hp(b)=h(c)>pe(b)=h() (*) 


上 | 交换 图 
p'g(b) 
i(a)= ds(b)—ei(a)= gds(b) 
| 上 | (交换 图 ) 
2 Fa) d'pg(b) 
>i f(a)=d'pg(b). (x x) 
(<* ) (人 * *)=>9([c])=[aj 时 必 有 9 ([h(c)])=[f(a)], 
故 f.9=9%h, , 即 @' 是 交换 图 . 口 
由 定理 3 立 得 如 下 推论 . 


推论 3 (I) 设 
0—A—B—C—>0 

为 复 形 正 合 列 , 则 

(i) ABC 中 若 有 两 个 为 零 调 复 形 , 则 另 一 个 也 是 零 调 复 形 ; 

(ii) 当 A 为 零 调 复 形 时 ,B ,C 有 相同 的 同调 模 ( 也 称 B ,C 是 同调 
的 ); 当 C 为 零 调 复 形 时 ,A ,B 有 相同 的 同调 模 ( 即 A ,B 是 同调 的 ). 

( 耳 ) 同 构 的 复 形 必 是 同调 的 (同调 模 相 同 ). 

作为 上 述 证 法 与 结果 的 应 用 ,我 们 可 得 模 论 与 同调 代数 中 两 
个 有 用 的 结果 . 

定理 4 ( 蛇 引 理 (Snake Lemma)). 设 在 k 观 中 有 行 正 合 交换 图 


0 


0 


L710 一 于 IDPHIII 硅 比 


则 
(i) 有 正 合 列 
Kera—KerB—>Kery -一 =Cokera —CokerB—Cokery 

其 中 g:c 一 > i 了 8PC?(c)+Ima,VcEKery; 

(i) 上 图 中 A 一 B 为 单 同 态 时 , (让 ) 中 的 Kera 一 KerB 也 必 是 
单 同 态 ;B' 一 >C 为 满 同 态 时 ,(i) 中 的 Cokerp8 一 Cokery 也 是 满 同 
态 ; 

(六 ) 上 图 中 A 一 B 为 单 同 态 且 了 一 C 为 满 同 态 时 有 正 合 列 

0—>Kera—KerB—Kery—™Cokera—CokerB—>Cokery—0 

证 由 第 一 章 $4 命题 1 与 命题 工 可 得 行 正 合 交换 图 


Kera 一 -一 Kerh 一 一 Kery 


[一 和 了 
| 


Cokera™ Cokerh -一 Cokery 
按 定理 2 的 证 法 沿 虚 箭 头 方向 追踪 即 得 完全 确定 的 3( 注 意 上 图 的 
x 为 标准 同 态 ). 容 易 验 证 (i) 中 的 列 是 正 合 的 .由 (iD 可 得 (ii). 由 
(iD (ii) 即 得 (过 ). [L 
由 蛇 引 理 立 得 
推论 4(9 一 引 理 , 也 称 为 3x3 引 理 ) 设 在 < 观 中 有 列 正 合 的 
交换 图 
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0 0 0 


0 一 一 4 一 一 5 一 一 C 一 一 0 
| a 中 

0 一 一 4 一 一 3 一 一 C 一 一 0 
a q| | 

0—A—” pC"—0 


| 


0 0 0 

则 上 两 行 正 合 时 下 行 必 正 合 ;下 两 行 正 合 时 上 行 必 正 合 . 

证 注意 上 行为 f,g,h 的 核 ,下 行为 a,B,Y 的 上 核 ,用 蛇 引 
理 即 得 证 . 0 

下 面 引进 拓扑 学 中 “ 同 伦 " 的 概念 来 讨论 同 伦 与 同调 的 关系 . 
事实 上 即 研究 :有 何 关 系 的 链 映射 fg 可 (经 本 , 作用 ) 得 到 相同 
的 ff.、g.? 

先 引进 同 伦 的 定义 . 

定义 8 设 f:A 一 A 为 复 形 的 链 映 射 ,车 有 同 态 s。:A, 一 
A',+! 使 ( 见 下 图 ) 

f=d ns t+ ss-1d,, Vn€EZ. 

即 下 图 为 交换 图 ， 
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则 称 链 映射 f 是 零 伦 的 (nullhomotopic), 记 为 f 一 0. 
若 f,g:A 一 A ' 都 是 链 映 射 且 f 一 g~0, 即 有 5, :A, 一 Ai 
使 
fh gn=d ntisntsid.,Vn€EZ, 
则 称 f 同 伦 于 g, 记 为 f 一 g ,且说 |s, | 形成 一 个 同 伦 (homotopy). 
容易 看 出 : 
0 一 0; f 一 0 二 -了 f~0 ( 换 s, 为 (一 s,)) 
f~f; f~e>g~f 
f~g,g~h>/f~h 
因此 有 
推论 5 在 复 形 的 链 映 射 群 Hom(A ,A ) 上 , 同 伦 为 一 个 等 
价 关系 . 
现在 来 证 同 伦 的 基本 性 质 , 从 中 我 们 可 看 到 同 伦 的 作用 . 
定理 5 设 f~g€Hom(A ,A ), 则 
f.=g.:H.(A)——*H(A'), Vn€Z 
即 ， 
H(f)=H(g):H(A )—>H(A ') 
证 VYzEZ(A), 则 有 
f~g>f(z)- g(z)= d s(z) + sd (zx) jd s(z)>f(z) 一 
g(z)EB,(A')=>f, =g. 口 
后 面 将 举例 说 明定 理 5 之 着 不 成 立 ， 这 一 点 宜 注 意 .再 来 看 看 
同 伦 与 合成 的 关系 . 
命题 3 设 f~g:AA',f ~g :A 一 A”, 则 
ff~gg:A>A” 
证 f~g 字 有 s 使 f-g=ds+sd>f'f-f'g=f'd'st 
f 到 7 (fs)+(f 's)d=>f f~f 'g. 
f'~g 过 有 s 使 fg =d’s + 全 /二 太一 gg 多 = 人 和 二 
sd grd (sg) +(sg)d >f g~geg. 
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于 是 由 “一 ”的 可 传 性 即 得 FJ 一 gg. : [D 

关于 加 法 孙子 与 同 伦 的 关系 ,我 们 介绍 如 下 的 结果 . 

命题 4” 设 下 :gp 驶 习 ; 纲 为 加 法 共 变 函 子 , 则 f 一 g:A 一 A 
时 必 有 Ff 一 Fg :FA->FA“. 即 ,加 法 共 变 函 子 保 同 伦 . 

证 由 f~g 知 有 ss 使-g=4d's+ sd. 于 是 有 

Ff-Feg=F(f-g)=F(d's+ sd)= Fd'Fs+ FsFd 
故 Ff~ Fg. 图 
由 命题 4 与 定理 5 立 得 定理 5 的 推广 形式 : 
定理 5 设 f~g:A 一 A ,下 为 加 法 共 变 函 子 , 则 
(Ff). =(Fg), :H(F A)——>H(FA'’) 
即 H(Ff)= H(Fg). 

注 1 命题 3 将 复 形 范畴 (对 象 类 为 复 形 类 , 态 射 为 链 映 射 ) 
转化 为 同 伦 范 畴 (对 象 类 为 复 形 类 , 态 射 为 链 映 射 的 同 伦 类 ). 由 命 
题 4 知 , 加 法 共 变 函 子 是 复 形 范 畴 间 的 共 变 函 子 ,也 是 同 伦 范畴 间 
的 共 变 沙子 .定理 5 与 定理 4 说 明 同 调 函 子 互 对 复 形 范畴 起 到 了 
“化 简 ” 态 射 的 作用 (不 再 区 分 同 伦 的 态 射 ). 

注 2 对 上 复 形 、 上 同调 有 对 偶 于 本 节 的 结果 . 

注 3 ”定理 5 之 逆 并 不 成 立 . 即 

f.~g.> /~g. 
见 下 例 自明 . 
例 2 设 R=Z ,考察 e 驶 复 形 
di 


A=:…—0—>07—>:…—0—= ‘ 一 -一 2 1 — (0 —.…— (一 >…。 
Ai A 
| | 
《s17 《so7 
其 中 di(s1)=2s0 ? 
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A’=.…—0—>0—…—0—» f 一 0 一 0 一 … 一 0 一 … 
A“ 1 
| 
(£1) 
设 f:A 一 A 使 fi(s1)=z1,f=0,j 关 1,j€2,g=0:A 一 A', 则 
可 看 出 f, =g. =0:H(A ) 一 H(A '), 但 FF 一 g 并 不 成 立 . 
事实 上 , 取 加 法 共 变 函 子 下 = - QZ， , 则 
Hi(Ff)= Hi(fO Tz )= Iz :Zs ?2 
Hi(Fg)=H(g®1, )=H,(081z )=0:22 一 Za 
因此 
Hi (flz, )zHi(gO lz ) 
即 
Hi(Ff)AHi (Fg) 
由 定理 5 即 知 f 一 g 不 能 成 立 . 
最 后 ,我 们 给 出 下 述 定 义 . 
定义 9 设 A ,A ' 为 复 形 , 若 H(A )= HH,(A'),Yn€2Z, 则 
称 A 与 A "为 同调 的 . 若 有 链 映射 f.A 一 A 与 g:A 一 人 A 使 
fe~IxH ef~Ia 
( 即 f,g 为 同 伦 范畴 中 的 同 构 ), 则 称 f(g ) 为 A 到 A (A 到 A ) 的 
同 伦 等 价 ,并 称 A ,A 是 同 伦 的 . 
与 在 拓扑 学 中 一 样 ,对 复 形 有 


同 构 二 同 伦 二 同调 
习 题 3.1 


1. 证 明 Comp(R 吸 ) 为 预 加 法 范畴 . 
2. 设 Cz 为 一 个 范畴 ,ObC 7; =Z , 态 射 集 为 
Oor+1， n 二 m+1 时， 
Home, me n>m+1 时 ， Ym,nEZ 
CG，n<m+1 时. 
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且 态 射 合成 规定 为 :可 合成 态 射 之 合成 总 为 0, 则 任 一 个 骂 复 形 A 都 是 共 变 
函 子 A :Cz 一 k 员 且 链 映射 :A 一 A 为 自然 变换 . 
. 3. 用 长 正 合 列 定理 (定理 3) 证 明 9 一 引 理 (推论 4). 

4. 对 加 法 反 变 函 子 下 ,能 否 得 出 类 似 于 命题 4 的 结果 ? 为 什么 ? 
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本 节 的 主要 目的 是 用 加 法 函 子 作用 于 一 个 模 的 投射 分 解 或 内 
射 分 解 得 到 相应 的 复 形 .从 而 由 这 些 复 形 的 同调 模 引 出 一 系列 导 
出 函 子 .从 函 子 角度 上 看 ,这 些 导 出 函 子 在 同调 代数 中 处 于 头等 重 
要 的 地 位 . 

首先 注意 ， 对 全 一 个 (在 或 JR 模 M 的 投射 分 解 


sp ap sp, dp Mg 
M 一 Cokerd; .因此 删 去 M( 仍 有 di ) 并 未 丢失 任何 信息 .对 M 的 
内 射 分 解 也 有 对 偶 的 情况 , 删 去 M 也 未 丢失 信息 (M 为 0 一 M 一 


Fo -4>E!->… 中 加 的 核 ). 因 此 对 一 般 的 下 述 复 形 ,我 们 也 用 此 
法 处 理 (可 以 看 出 并 不 改变 第 ” 个 同调 模 ,V n 宇 1). 从 而 得 到 如 


下 定义. 
定义 1 设 有 复 形 
Xu=" >X XX, 一-M 一 >0 
删 去 M 得 到 的 新 复 形 
X= XN XX, -0 


称 为 复 形 的 删 项 复 形 (deleted complex) ,也 叫 舍 元 复 形 . 
类 似 地 称 上 复 形 


d-1=0 da' 
Yai=0 Y"—Y!'— 


为 上 复 形 
WW=0—>N— YY!— 


104 窜 二 至 代入 J 在 线 


的 删 项 上 复 形 (deleted cocomplex). 

下 面 我 们 来 证 明 两 个 复 形 变 成 它们 的 删 项 复 形 后 ,不 但 不 变 
各 自 的 第 ”个 同调 模 (V 2 之 1) ,而 且 在 一 定 的 情况 下 ( 正 是 后 面 
要 用 到 的 情况 ) ,不 计 同 伦 的 差别 时 也 保持 着 由 删 去 模 之 间 的 同 态 
所 诱导 的 链 上 映射 . 即 

定理 1( 比 较 定 理 (comparision theorem)) 设 在 行为 复 形 的 
实 箭 头 所 示 的 下 图 中 ,f:;M 一 M 为 已 知 的 模 同 态 . 


d 
人 ,一 一 2 2 一 一 入 ) - 乞 。 X 一 ww NM 一 一 0 
| | | 
| -= | - 1 一 
1 | 1 ifo f 
| | | 
t t t 
从 一 - ——— XX，, ~ ZX 一 ”AM 一 一 0 


车 上 行 中 X, EPr 观 (P 和 Mp) ,=0,1,2,…( 上 行 未 必 正 合 ) ,下 行 
为 g 吕 (Ji ) 中 的 正 合 列 . 则 有 链 映射 f. 儿 wn 下 交 使 上 图 为 交换 
图 , 且 在 同 伦 意义 下 f 是 唯一 的 . 即 若 又 有 链 上 映射 h :Xs 一 Xr 使 
上 图 为 交换 图 , 则 f 一 h. 

这 个 f 称 为 1 上 的 链 映 射 . 

证 (i) f 的 存在 性 .用 数学 归纳 法 来 证 f= { 六 | 存在 . 

n 二 0 时 由 XoE Pi 只,e 为 满 同 态 , EE EHomr (Xo,M ) 知 万 
存在 使 让 =ef. 设 i 二 n 时 大 都 存在 使 相应 的 图 为 交换 图 .来 证 
记 +1 必 存在 且 使 新 图 为 交换 图 . 

由 图 
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Ks 及， 


XI 一 JImd ,+ 0 
n 十 1 


(其 中 XiEPr 吸 ,d :为 满 同 态 ) 知 ,只 需 
Im(FZ DIEImd =Kerd 下行 正 全) 

即 知 f. ,1 是 存在 的 . 

事实 上 ,由 

OA poe 1d» A 
df = 

即 知 . 

(ii) 的 同 伦 唯一 性 . 

设 又 有 有 :Xn 一 一 Xs 使 该 图 为 交换 图 , 则 

eho=fe. 

为 便于 使 用 归纳 法 ,约定 M=X-i 一 一 六 Xo 来 证 有 ;= {s,1 存 在 使 


h, 一 万 = =d" 2+ 十 3- 1 CQ 
注意 Xs, E PM. dz 1 :XX —> Imd ， 为 满 同 态 ,可 知 存 在 $0 
使 下 图 为 交换 图 


一 0 f—f=0 9 disots_1e=d!so=h,— fo 
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这 是 因为 是 交换 的 ,因此 dv (ju -元 )=0, 由 此 已 知 
Im(h, ~ fo)ESImd’, =Kerd 
于 是 可 用 X,EP", 吸 知 s 的 存在 . 
现 设 i 二 n 时 s, 都 存在 ,来 证 ;, ,| 存在 使 


| -fri = d n+2 Sn+1 十 Sndn-1- 
考察 下 图 \ 
d 
及 al 一 一 一 
p& 
A 一 户 
Sn ht 十 1 一 
4 一 SaC + 几 ,一 广 一 5 1 dl 
了 
Wt ta, md ZT 0 


由 XIEP 以及 dd ,2y:X ,12 一 > Imd ,1:2 满 知 , 只 需 证 
Im(h,+i 一 万: 一 sndn+1) Imd ,2 ee Kerd” n+l 
即 证 
d's+1(hnti — fari — sdn+1)=0 
事实 上 这 由 上 图 @ 的 交换 性 即 知 . 
口 
下 面 由 此 定理 对 加 法 共 变 函 子 工 由 ME 观 。 的 删 项 投射 分 
解 (看 成 复 形 的 删 项 复 形 )Pw 来 定义 TT 的 左 导 出 函 子 . 
定义 2 设 工 为 加 法 共 变 函 子 ,ME 驶 s ,Pm 为 M 的 删 项 投 
射 分 解 : 
Pw 一 人 PP， -PP 一 一 ”人 
定义 
(L,T)(M)=H,(TPrn)=KerTd,/ImT4d,;，( 是 码 “ 小 /大 ”). 
对 任意 的 fE Homr (M ,MM ) 定 义 
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(LT A :LT MI (LT)(M ) 
使 
(LT)(f)=H,(Tf)= (Tf). 
其 中 f 为 1 上 的 链 映 射 , 即 对 下 图 


Ta 
.。. TP i Tp, 一 en， 一 一 TP 一 ”人 P 一 一 0 


Tf Tf Tf |TAh 


.. 一 一 TP 了 全 TP' 一 一 … 一 TFTR- 一 。 
(L,T)(f):z, + ImTd,, re(THF)(z )+ImTZ 1 

定理 2 设 T 人 为 加 法 共 变 孙子 , 则 L,T 仍 为 加 法 共 变 哨子 ， 
Vn 之 0, 称 LT 为 TT 的 第 n 个 左 导出 函 子 ,统称 为 的 左 导出 档 
子 (left derived functor). 

证 只 和 需 证 (L,T)(f) = H,(Tf) 是 完全 确定 的 , 即 与 f 的 选 
取 无 关 ( 由 f 得 f, 在 同 伦 意义 下 是 唯一 的 ,但 丢 开 同 伦 ,并 不 要 求 
唯一 ). 其 余部 分 是 显然 的 . 

设 h:Pn 一 Pn 也 是 f 上 的 链 映射 . 则 由 定理 1 知 F 一 户 .再 
由 本 章 $ 1 命题 4 知 J 一 Th( 即 TF 一 TF). 从 而 由 本 章 S1 定理 
5 即 知 

H, (Tf)=H, (Th) 口 

为 了 具体 应 用 ,我 们 再 给 出 如 下 定义 . 

定义 3 设 T= 一 C9N,NERW, 记 L,T= Tor (一 ,NN ) 或 
Tor, (一 ,NN), 称 为 由 NN 给 出 的 第 ”个 挠 函 子 或 Torsion 函 子 (或 
Tor 函 子 ). 此 时 对 任意 的 ME 驶 :， 

To (M,N)= Ker(d,OI)/Im(d,.1.OIN) 
其 中 d ,d,;1 为 M 的 投射 分 解 
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Py=-…>P, sp, 1—-…P, >p, >p, -AM 一 >0 
(1) 

中 的 同 态 . 

在 本 章 $ 4 我 们 将 会 看 到 Tor 函 子 在 刻画 环 丸 ,的 弱 维 数 方 
面 起 着 重要 的 作用 ,得 带 来 很 大 的 方便 . 

由 上 定义 ,我 们 有 

命题 1 设 丁 为 右 正 合 ( 加 法 ) 函 子 , 则 并,T 二 T, 因 此 

Tor (M,N)MON, VMEMr,NErM 
证 取 M 的 投射 分 解 如 (1). 由 了 为 右 正 合 的 , 知 


Td 
TP.— TP —— TM—0 


正 合 .因此 z 
但 对 Pa 经 本 作用 后 为 
Tdi T0=0 
…— TP 一 三， 一 一 一 一 一 仑 
于 是 


(LoT)M=Ho(T Pa)= TPo/lma Td 二 T™ 
此 同 构 显然 是 目 然 的 .， z 口 
注 4 由 第 一 章 37 知 , 左 正 合 \、 右 正 合 函 子 必 是 加 法 浮子 . 因 
此 命题 1 中 的 “加 法 "二 字 可 省 去 . 


由 命题 1 立 得 如 下 推论 . 
推论 1 设 MEPBis ,T 为 右 正 合共 变 函 子 , 则 
_1TWM，2=0 时 
因此 


MEN，n=0 时 
Tad (M,N) R 
0 ，n>>0 时 
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这 里 很 自然 地 要 问 : 当 取 M 的 两 个 投射 分 解 时 所 定义 的 工 , 工 
是 否 相同 ?我 们 证 明 下 述 定理 以 回答 这 个 问题 . 
定理 3 设 MEM ,Ps 由 Ps 均 为 M 的 删 项 投射 分 解 . 工 为 
加 法 共 变 函 子 ,相应 于 Ps 与 Pa 的 左 导出 函 子 为 L,T 与 LT, 则 
了 一 工区 
因此 
(LTJCOM) 一 (LT)CM) 


即 , 左 导 出 孙子 与 投射 分 解 的 选取 是 无 关 的 . 
证 考察 下 图 


P, 一 。»。 一 也， 一 一 了 一 NM -0O 


P,= ——P—P——P— Mo—~0 
由 定理 1( 比 较 定理 ) 知 ,有 同 伦 下 唯一 的 链 映射 
g:Pa—Pa, 到 :了 站 一 了 应 
经 过 合成 则 有 
Eg~les, BB ~Is, 

注意 到 瓦 , 为 共 变 函 子 并 用 本 章 § 1 定理 5 基 知 

gg =(Tp,)., Br 8g»=(Ie, ). 
因此 有 

ru =(TE). :LT)IM—>(L,T)M 
下 证 z 是 自然 的 即 可 . 即 证 对 任意 的 f€E Homx (M,N) ,下 图 (2) 
是 交换 的 : 
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ru = (TIw). 


(LTIM (LTIM 
(LT)f CLT)f 
(2) 
(LT)N ri (LTON 
对 此 图 顺 时 针 方向 的 合成 ,考察 下 图 
了 ,一 —— Po—— P—™ 人 人 0 
E 一 了 wu 
= PB M0 
/ 
也 一 … 一 ~ ON 一 0 


将 比较 定理 用 于 f= Jr = f 知 , 必 有 同 伦 意 义 下 唯一 的 链 映 身 
f:Pa—>Pns. 
对 图 (2) 反 时 针 方 向 的 合成 , 同 法 考察 下 图 


Puy 一 ”一 ”一 一 忆 一 一 AM 一 0 
P= ~ QQ QQ 一 人 一 一 0 
Tn 
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由 f= f= fiIw 知 ,此 时 所 得 的 链 映射 六 必 同 伦 于 了 (比较 定 理 ). 
用 工作 用 于 上 面 两 图 , 同 理 知 所 得 两 个 在 Tf 上 的 链 映射 
77,T 了 :TPs 一 >T Ps 仍 是 同 伦 的 :了 7 一 了 TF. 故 由 上 节 定 理 5 知 
H. (Tf)=H,(TF) 
- 即 欲 证 之 图 (2) 是 交换 的 .从 而 定理 证 毕 . [ 
由 定理 3 立 得 如 下 推论 . 
推论 2 Tor (M,NN) 与 M 的 投射 分 解 选取 无 关 . 
下 面 我 们 证 明 : 计算 (Li T)(M) 可 归 为 “计算 ” 
(LT)(K,-1), 其 中 K,_| 为 M 的 投射 分 解 (1) 中 的 Kerd,-_1. 
命题 2 设 ME Mk 的 投射 分 解 为 (1), K; = Kerd; ,人 为 加 
法 共 变 函 子 , 则 有 ( 足 码 和 均 为 ” 的 ) 下 述 同 构 (规定 M=K .1): 
(Liri TIML,T) Ko 之 (LT KK, ;之 (LT)K, -i 
因此 z 
Tor®i (M,N)Tor (Ko, N)… 过 Tor (Ki N) 二 …> 
Torr (K,_1,N) 
证 由 (1) 知 ,K。 有 投射 分 解 


d2 dl 
…—>P, ——P —>K, ——>0 
记 Q,_1 = P, ,人 A，1 = d, 后 ,可 规范 化 地 写 为 
41 
Px = “QI 一 ”人 (CU ——>K ———0 


于 是 由 定义 知 
(LT)K, 一 H. ( TPR) 一 Ker TA, /ImTA, ,; 
=KerTd,r/ImTd,;,», = Hr(TPa)= (Lr TIM 


依 此 类 推 之 即 得 欲 证 . 口 
注 2 命题 2 的 结论 中 之 所 以 不 用 “= ”而 用 “一 ”, 是 因为 Pk 
尚 有 其 他 选择 形式 . 


对 偶 于 左 导 出 郴 子 , 可 得 右 寻 出 函 子 的 概念 . 


采 二 章 ”下 模 曼 形 的 癌 疯 理论 


定义 2” 设 工 为 加 法 共 变 画 子 , MER 驯 , 卫 总 为 M 的 删 项 内 
射 分 解 : 
Ex =0——>E" FL. Fr pat >... (3) 
定义 
(R"T)(M)=H'(TEn)= Ker( Tad’ )/Im( Tad” ’) 
( 足 码 “大 /小 ”) 

或 记 (3) 中 的 本 = 天 =d_ 后 写成 
(R"T)(M)=H.,(T Ea)= Ker(Td._,)/Im( Td._,+1) 
(是 码 “ 小 /大 ”) 

且 对 任意 的 fEHomr (M,NN) 定 义 
(R"T)(f)=(TH) :FH' (TEES HH (TS) 
其 中 f 为 诱导 的 相应 (上 ) 复 形 的 (上 ) 链 映射 (其 存在 性 及 同 伦 
唯一 性 对 偶 于 定理 1 可 证 ). : 
对 偶 地 可 证 如 下 结果 . 
定理 2” 设 工 为 加 法 共 变 函 子 , 则 R"T 仍 为 加 法 共 变 了 沙子， 
Vn 之 0, 称 R" 丁 为 TT 的 第 n 个 右 导 出 函 子 ,统称 为 下 的 右 导 出 


东 子 (right derived functor). 
定义 3 设 T= Homr(N, 一 ). 记 R"T = Extt (N, 一 ) 或 
Ext” (N ,—). 此 时 
Ext*(N,M)= Kerd’ [Imd”™ 
其 中 zd’, 意 指 M 的 内 射 分 解 


Ev =0>M—E" -El -FE2_ Fr -一 -Fn+1_>.… 
中 的 同 态 4 在 Homg CN, 一 ) 作 用 下 诱导 出 的 同 态 . 称 Exe (N ,一 ) 
为 由 N 给 出 的 第 ”个 扩 范 子 或 Extension 函 子 ,或 Ext 孙子. 

Ext 项 子 将 在 刻画 环 的 整体 (投射 ) 维 数 以 及 统一 整体 (投射 ) 
维 数 及 整体 (内 射 ) 维 数 方面 起 着 重要 的 作用 ( 见 下 节 ). 

用 对 偶 于 命题 1 的 证 法 可 得 
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命题 1 设 人 为 左 正 合共 变 函 子 , 则 R"T 守 T, 因 此 
Extg (N, M)Homs (N, M) 
推论 1 设 ME Inj 吸 ， 则 - 
， TM,，, n=0 时 
R"T(M)~| 0，n>0 时 
因此 
Ext (N Mf em NM n= 二 0 时 
Se 0 、 n>0 时 
对 偶 地 可 证 
定理 3” 设 ME ks3, 玉 与 世 8z 均 为 M 的 删 项 内 射 分 解 ,了 为 
加 法 共 变 函 子 ,其 相应 于 下 。 下- 的 右 导 出 销 子 为 R"T 5R"T., 则 
R"T~ RT 
因此 
(R"T)(M)(R"T)(M) 
即 右 导出 角子 与 内 射 分 解 的 选取 无 关 . 
于 是 有 
推论 2” Ext*(N,M) 与 M 的 内 射 分 解 选 取 无 关 . 


用 命题 2 的 证 法 作对 偶 翻 译 即 得 
命题 2 设 ME。 驶 的 内 射 分 解 取 为 
Ey=0—>M— rE >E! rE mE" ep"! 
Li’= Imd 1! ,VE0(L2=Ime 一 M),T 为 共 变 加 法 函 耶 , 则 
(RT)M(R'T)L' TR TD) 了 一 … 一 (RIT) 严 "YE0 


因此 
FExtt (NM) 一 Ext (NT) 一 … 一 Extg(N, ZN)， YE0 


上 面 讨论 的 都 是 加 法 共 变 末了 所 ,对 加 法 反 变 林子 也 可 平行 地 
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定义 右 导 出 函 子 ( 用 内 射 分 解 可 以 定义 工 , 开 ,得 到 相应 结果 ,但 尚 
未 见 有 适当 的 右 正 合 函 子 T 使 能 得 到 新 的 有 意义 的 函 子 ,因此 本 
节 中 不 予 讨论 )， 
定义 4 设 工 为 加 法 反 变 函 子 ,定义 
(R"T)(N)=KerTd,w/ImT4d,， (是 码 “ 大 /小 ”) 
其 中 qd, ,qd 为 N 的 投射 分 解 


Py = …-P ,一 >P 一 >P， | 一 … 一 PP 一 ~P, 一 ~ 入 一 ~0 
(4) 

中 的 同 态 , NER 吸 . 

对 偶 于 上 面 的 相应 结果 之 证 明 可 得 

定理 4 设 T 下 为 加 法 反 变 孙子 , 则 R"T 也 为 加 法 反 变 函 子 ， 
且 与 投射 分 解 的 选取 无 关 . 称 R"T 为 人 的 第 2” 个 右 导 出 函 子 或 
统称 为 械 的 右 导出 孙子 . 

定义 5 设 T=Homr( 一 ,M), 记 R"T=Extz (一 ,M). 即 用 
NN 的 投射 分 解 (4) , 取 

Extg (N,M)= Kerd’,/Imad’ 

其 中 dy = Homr (一 , M)(d,). 

在 下 节 中 我 们 将 证 明 : 对 任意 的 M ,NER 吸 . 

Extg(N,M) 一 Exg&(N,MI) 
到 那 时 ,我 们 将 不 再 使 用 Ext 这 种 记号 .对 Tor 函 子 我 们 也 将 证 明 
To (M ,一 )(N) 全 To (—, N)(M) 

由 和 定理 4 并 用 上 面相 应 结果 的 类 似 证 明 可 得 

推论 3 Extt(N,M) 与 N 的 投射 分 解 选取 元 关 , 有 旦 对 NN 的 
投射 分 解 (4), 若 记 K; = Kerd; ,j 之 0, 任 取 加 法 销 子 工 , 则 有 

(RT)N(R’"T)Ko(R" "TK, >… 人 (RT)K,.) 
当 丁 左 正 合 时 ,R"T 寺 .因此 

Exta+l1(N,M) 人 Ext (KM) 一 … 一 Exth (K,_1, M) 


2 于 出 隐 子 写 长 正 合 列 195 


从 上 述 定义 与 结果 容易 得 出 

推论 4 (i 设 IpD(R) 志 nn, 则 Ext&'’' (M,N)=0,VYj 宇 1， 
M,NERrM:; 

(ii) 设 1lD(R) 委 2, 则 Extt’'(M,N)=0,VYj 宇 1, M,N 
和 CR; 

(ii) 设 IWD(R) 委 2”, 则 To (M,N)=0, Yj 之 1,M € 
Mr ,NERM. 

后 两 节 中 我 们 还 将 证 明 推论 4 之 逆 也 是 成 立 的 ,并 给 出 更 系 
统 的 一 系列 结果 ,以 显示 Ext 与 Tor 两 类 函 子 的 功能 与 意义 . 

现在 ,我 们 将 本 节 上 面 给 出 的 左 、 右 导出 函 子 列 表 如 下 ,以 求 
醒目 . 


Te- 


No 一 右 正 合 


小 避 压 可 持 


中 加 压 可 计 


栈 左 正 合 之 R" TeT. 

T 右 正 合 之 LoT 守 T. 

下 节 中 将 证 ; R"T 左 正 合 ,LoT 右 正 合 .由 此 即 可 看 出 RT 
不 用 @( 右 正 合 ) 工 , 工 不 用 Hom( 左 正 合 ) 的 理由 . 

为 今后 的 应 用 ,再 来 介绍 导出 函 子 的 导出 正 合 列 一 一 长 正 合 


兄 二 单 ”站 局 受 玫 的 网 疝 笃 伦 


列 ,这 是 同调 代数 中 又 一 中 心 结 果 . 为 此 先 证 一 条 有 用 的 引 理 一 一 
马 掌 引 理 . 

引 理 1 ( 马 党 引 理 (Horseshoe Lemma)) 

设 下 图 为 g 吸 (JR ) 中 下 行 正 合 且 两 列 为 投射 分 解 的 同 态 图 


Fh Pr 
d, | |* 
Po Po 


则 有 A 的 投射 分 解 与 链 上 映射 使 三 列 成 复 形 正 合 列 . 当下 行 可 裂 
时 ,此 复 形 正 合 列 也 可 裂 .因此 , 任 一 R 一 模 正 合 列 都 可 由 此 纵 出 
一 个 复 形 正 合 列 . 

证 用 归纳 法 .只 需 证 可 补 成 如 下 页 的 3x3 图 使 各 行 正 合 且 
下 行 可 裂 时 上 两 行 也 可 裂 即 可 . 

为 此 ,用 已、 由 .名 标示 补 图 顺序 ,并 在 图 下 简 述 作法 与 
理由 即 可 . 
其 中 

山 、. 纪 : 构 作 直 和 , 取 标 准 单 射 i 与 标准 满 射 oj 

电 : 由 PEP 吸 补 图 得 ci 

由 :定义 do 使 dz zz)) = 这 0z +ar ,Vr EPZ 
EP',; 

: 用 第 一 章 $4 命 题 1 补 图 得 i ,x ,并 用 五 引 理 知 i 单 x 满 . 
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K’— Kerds > ~ K,=Kerd, -BKerds—K: 


, '>— © 和 了 0 一 _ POPOP 
0 中 to | pd 
N ” 1 
咱 以 、@ld 7 和 | 
pp 


A>T™ A A 0 


人 
| | 
0 


0 0 
当下 行 可 裂 时 ,由 中 行 的 当然 可 异 性 知 上 行 亦 可 裂口 
现在 可 证 下 述 的 重要 和 定理. 
定理 人 5(( 左 导出 函 子 的 ) 长 正 合 列 定理 ) 设 了 为 加 法 共 变 郴 
子 ， 
0 一 ~A 一 ->4 一 >~A“ 一 一 -0 
(在 对 中 ) 正 合 , 则 有 自然 的 连接 局 态 
9,;:L,TA’—*L,_1TA’, nn 之 1 
使 有 右 正 合 的 长 正 合 列 


重 9。 / 
-LTA >LTA—>L,TA’—>L,1TA’—*L,_, TA 


» 9 — 1 


TAS LL, TA LTA’— >L, TA —>L, TA” 
—>0 
因此 Lo 工 必 为 右 正 合 的 : 

证 由 马 掌 引 理 可 知 , 有 A ,A,A” 的 删 项 投射 分 解 所 成 的 复 
形 使 成 复 形 短 正 合 列 


i nt 
0 一 一 > 卫 一 一 ~ 卫 一 一 ~ 了 人 一 一 0 
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且 P,= P’.DP',,V n>0. 
因为 T 为 加 法 共 变 函 子 , 必 保持 有 限 直 和 (第 一 章 $7 定理 
3) ,因此 有 短 正 合 列 
0 一 个 卫 1， 一 一 ~ 人 了 1 一 一 个 卫 ——0 
再 由 复 形 同调 的 长 正 合 列 定 理 ( 上 节 征 理 3) 知 , 必 有 自然 的 连接 
同 态 
9, :有 (下 Pa )—H,-.(TP a ) 


| 
 L,TA” L,_, TA’ 


使 有 与 投射 分 解 选取 无 关 的 长 正 合 列 .再 注意 L,T=0,YVn<<0 
即 得 证 . 口 

我 们 还 可 强化 定理 5, 并 给 出 以 函 子 角度 给 出 的 相应 于 定理 5 
的 结果 .为 此 先 引 入 如 下 的 定义 ， 

定义 6 设 芽 ,TT 为 加 法 共 变 孙 子 ,rt:;T 一 TT 为 自然 变换 ,A 
Erk 观 ,P =Pi 为 A 的 投射 分 解 所 成 的 删 项 复 形 . 定 义 

tp:TP—TP 

为 链 映 射 使 (tp), = rp : TP, 一 >T'P,. 

rp 诱导 的 自然 变换 记 为 

rz :LTA 一 ”LTA 
可 以 用 立体 交换 图 的 追踪 验证 下 述 结 果 . 
命题 3 设 rz:T 一 人 为 加 法 共 变 函 子 下 .开间 的 自然 变换 且 


0 一 A! 一 ~ 4 一 4 一 -0 
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为 [对 中 行 正 合 交换 图 , 则 有 两 个 行 正 合 的 交换 图 : 


(i) 一 一 LTA 一 一 LTA 一 :了 Th4v 1 7T4 一 一 


TH’ Ta TAHA” TA’ 
a. 
TA LT AT A TA' i 


9。 
了 747 ——— LiFA’ = 。 。 。 


，。 i。 A 
(ii) ee ea —— TA———™L.TA 


9 2。 纪 人， 


! 4 0, 
一 TB 一 一 TB 一 一 LTB — 1 _ TB’ ——… 


因此 2 对 个 也 是 自然 的 . 

定义 7 设 T,T' ,TT 都 是 加 法 共 变 函 子 . T 一 > 个 ,下 一 > 人 
都 是 函 子 间 的 自然 变换 .车 对 任意 的 PEP% 吕 都 有 正 合 列 

0—>TP—~>TP—>TP——>0 

则 称 人 ,人工 , 斑 关 于 投射 ( 模 ) 正 合 (exact on projectives). 

我 们 可 构 作 一 个 范畴 8, 使” 

Ob%= 和 本 中 到 某 一 范畴 9 的 加 法 共 变 函 子 1， 
Hom。 (T, T™”)= IT 一 = 

此 时 YAErN 都 是 8 到 9 的 孙子 . 


下 面 来 证 对 应 于 上 面 定 理 5 的 下 述 结果 . 
定理 5 ” 设 T,T, 工 为 关于 投射 正 合 的 加 法 共 变 函 子 . 工 


人， T 一 > 人 为 自然 变换 . 则 对 任意 的 AER 疏 ， 存在 连接 同 态 
09. :LTA 一 ”~L _ 1TA 


LUU 邢 二 单 ” 计 包 受 比 风 网 网 生化 


使 有 长 正 合 列 
9 ; 
>LTA—LTA—LTA 一 -LTA 一 … 一 


Li TA—>L, TA——L, TA——L, TA’——0 
证 取 A 的 删 项 投射 分 解 Pi ,由 人 ,了 工 , 玉 关 于 投射 正 合 
知 , 必 有 复 形 正 合 列 
0—TPi—T Pi—>*T Pi——0 
于 是 由 上 节 ( 定 理 3) 的 复 形 同调 的 长 正 合 列 定理 即 得 欲 证 . 口 
对 应 于 命题 3 有 
命题 3 设 fEHomrn(A,A’) 且 


1 
T _T_ TV 
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JP 9 Y 
Oo CO 


S! De S ——— 9/ 


为 加 法 共 变 沙子 关于 自然 变换 的 交换 图 ,其 中 两 行 都 是 关于 投射 
正 合 的 , 则 有 下 列 两 个 交换 图 : 


3， 
(iD 一 一 0 4 一 一 LT4 一 一 LT74 一 一 LT 4 一 一 … 


f. 了 了 。 f. 


3 
-LTA—~LTA— LT"A! LT A— 
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(ii) -…- ——]L,T A——LTA™——™ LT™"A 了 17 4 “7 
9 9p 9P 。 9 
0, ， 
~ LS 4 一 14 一 了 4 L._15 A —™—…- 


类 似 于 上 述 的 工 工 ,可 得 关于 ReT 的 相应 结果 (长 正 合 列 定 

定理 $” (( 右 导出 函 子 的 ) 长 正 合 列 定理 ) 设 T 为 加 法 共 变 
了 晒 子 ， 

0—>A’ >A— >A” >0 

为 中 的 正 合 列 , 则 有 自然 的 连接 同 态 9” 使 有 左 正 合 的 长 正 合 
列 

0 ->RoTA' ->RoTA_>RoTA >R!'TA’>R!TA—>R! TA” 
.RTA >R"TA>R"TA >R"*! TA’—>... 
因此 R" 研 为 左 正 合 的 . 

如 果 工 为 反 变 的 加 法 孙子 .定理 5、 定理 5 也 有 相应 的 形式 . 


作为 例子 ,我 们 只 写 出 右 导 出 隆子 的 下 述 结果 . 
定理 5” 设 工 为 加 法 反 变 函 子 ， 


0 一 ~4 一 -4 一 ~A 一 一 0 
为 骂 中 的 正 合 列 , 则 有 上 自然 的 连接 同 态 9” 使 有 左 正 合 的 长 正 合 
列 


D0 
0— RTA”— RTA— RTA’——> RITA 一 RITA 一 
DP 
R!'TA’—:…—R"TA’—R"TA— RTA’—>R"'! TA’—-.… 
因此 R"TT 为 左 正 合 的 . 
习 题 3.2 
1. 证 明 ;: 对 加 法 共 变 函 子 荆 有 如 下 结果 : 
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(i) 若 AEPR 叫 , 则 工 T(A)=0,V72 之 1; 

(i) 若 AEInpg 吸 则 RT(A)=0,V7 志 1， 

2. 设 T 为 加 法 反 变 函 子 . 试 用 内 射 分 解 定义 工 . 工 ,并 检验 相应 于 本 节 
的 一 些 结果 是 否 成 立 . 


$3 右 寻 出 函 子 Ext 及 其 应 用 


上 节 中 我 们 已 定义 了 两 种 右 导 出 函 子 Ext 与 Ext: 

Extr(A,B)=H., (Homr (A ,Es))= H" (Home(A ,Es )) 

Ext&(A,B)=H., (Homx (Pa ,B))= H" (Homx (Pa ,B)) 
在 本 节 中 我 们 将 首先 证 明 : 这 两 种 定义 得 到 的 右 导 出 函 子 是 一 致 
的 ,今后 即 不 再 使 用 Ext 记 号 . 

在 上 节 中 已 得 出 或 由 上 节 方 法 可 看 出 如 下 结果 : 

(i) Ext: (A,B)=Ext (A,B)=0,YA,BErM,n<0,( 注 
意 隐 ps 可 在 左边 补 0,Ps 可 在 右边 补 0 即 知 ); 

(ii) Ex (A 一) 全 Homa (A ,一 ) .一 般 地 ,对 共 变 左 正 合 丁 


子玉, 民 ? 了 一 了 ; 

(二 ) Ex (一 ,8B) 全 HomR (一 ,B). 一 般 地 ,对 反 变 左 正 合 函 
子 T,R TT; 

(iv) 设 0>A ->A->A”>0 为 员 中 的 正 合 列 ,BEk 骂 , 则 有 
自然 的 连结 同 态 9 组 成 长 正 合 列 


3 
0—>Homzx (B,A’)—>Homxr (B,A)—Homr (B,A’)—>Exts 


9 
(B,A’)—>:…—Ext® '(B,A’)——Ex&(B,A’)>Ext& (B,A)— 
Ex (B,A’)>; 


9 _ 
0>Homx (A ,B)—>Homr (A,B)>Homr (A ,也 )——> Extx 

~ . 9 — — _ 
(A’,B)—…—Ext® '(A’,B)—Ext: (A’,B)—Ext*(A,B)— 
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Ex& (A’,B)—…; 

(v) BEInjrM 时 Exti (A,B)=0,VYAErM,n 二 1;AE 
PrM WH 时 Exti (A,B)=0,Y BErM, n>1. 

为 证 Ext 二 Ext, 先 引进 如 下 定义 . 

定义 1 负 x,,% 为 范畴 ,T;.wxX 多 >% 满 足 : 

() T(A, 一 ): 名 一 为 共 变 (或 反 变 ) 晃 子 , VY A € Ob%， 
T( 一 ,B):w%>% 为 共 变 ( 或 反 变 ) 函 子 ,VYV BE Ob; 

(ii) Y fFEHomy (A,A’),gEHoms (B,B’' ) 有 交换 图 


T(A,B)— TA4'—)8 7(A4,p') 
T(—,B)f T(—,B)f 
T(A',B') 


T(A',B) T(A',—)g 


则 称 T 为 双 钞 子 (bifunctor). 

显然 有 

命题 1 一 9 ，Homna (一 ,一 ) 都 是 双 郴 子 ( 前 者 是 区 s 
Xk 到 AG, 后 者 是 p 观 Xk 咒 到 AG 的 双 函 子 ). 

现在 来 证 明 

定理 1 设 4A,BER 驶 各 有 如 下 的 投射 分 解 与 内 射 分 解 


dn di do 
PP, 一 人 ——P,_1™—>…—P, 一 三。 一 一 > 人 一 一 ”个 


E, = 0 一 一 ~ 甩 一 一 > 已 pl pt >... 
则 
H' (Homr (Pi ,B))H' (Homer (A ,Es )) 
因此 Ext 二 Ext. 今后 不 再 使 用 Ext 记 号 . 
证 (A.Zaks) 记 K; = Kerd,;,j=0,1,…,L’i=Imo ,= 
2 ,….. 
(i) 因为 Hom 为 双 函 子 ,于 是 由 短 正 合 列 


多 二 章 ” 让 借 昌 形 时 间 珊 埋 化 


0 一 一 天， 一 一 卫 , 一 人 一 (0 
0—B——E’—>L'!—>(0 


用 长 正 合 列 定理 (定理 $ ,定理 $ ) 即 得 下 面 行 列 正 合 的 交换 图 


0 0 0 

| Ext'(A, E') 
Elnj | 
Hom(A,L')— Ext'(A,B)—0 


T 


0——Hom(A,B)——*Hom(A,E'") 


oO 
0 一 -一 Hom(CP,,B) 一 Hom(P 一 Hom(P 一 一 0 


( Po € PrM) (1) 
a B Gd) y 0 及 
7 
0——Hom Ko,B)—— Hom (Ko,E)—~Hom (Ko,.L Ext'(K,,.B)™0 

| Ext (CK, ‘EE'") 
Ext 0 Ext' (A, Li) 
Ext(A,B) (E° EInj,m) 

Ext'(P,,B)=0 0 = Ext! (Po,, ZL) 

(P., € Pram) (PE P.DD 


用 蛇 引 理 (本 章 $1 定理 4) 于 上 图 之 下 两 行 得 带 正 合 行 的 下 图 


KerB ——— Ker7 一 一 Cokera — Cokerp 


ome rid 一 


Hom (A,E)——Hom (A,LI Ext'(A,B)—— 0 


但 由 图 (1) 之 上 行 知 
Hom(A,E" ) 一 ~Hom(A , 工 ) 一 ~Ext(A ,了 B) 一 ~0 


故 有 
Ext (A,B)Ext (A,B),VA,BErM (2) 
(ii) 由 图 (1) 之 交换 性 知 四 可 换 , 即 yo = 允 . 由 ,8 都 是 满 同 
态 知 


Cokery 3 
Ext' (A ,L:')~Ext' (K,,B) (3) 
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而 由 (2) 知 
Ext' (Ko ,B)~Ext' (Ko,B) 
从 而 有 
Ext' (A,L')~Ext (Ko,B) (4) 
约定 K_!=A,L"=B, 代 替 (i) 中 开头 的 两 个 正 合 列 以 更 一 
般 的 正 合 列 
0—K,—>P, 一 一 天 ,一 -~0 
0 一 一 天 —>F' —>Li'!—>0 
由 (4) 即 得 
Ext' (K, ,L’)~Ext' (K, 1 ,1’'*!) (5) 
(过 ) 由 上 证 可 得 
Ext"'!' (A,'B) 这 Ext! (A， 六 ) 3 Ext (A， L") 全 
Ext (K.-1,B) ~ Ext'’’ (A,B), VA,BE:rM 
推论 3 


[L 
上 面 证 明 中 的 (ii) ,事实 上 已 给 出 如 下 结果 . 
推论 1 在 定理 1 的 记号 下 ， 
ExtR (K;,L’)~Extr (K;_,,L™”), i,j=0,1,.…/<j. 
再 注意 定理 1 证 明 中 的 关键 是 用 “Hom 为 左 正 合 的 双 郴 子 - 
及 “R!Hom(Px 驶 ,一 ) = R!1Hom( 一 , Ihjs 驶 ) =0”. 由 于 多 为 右 正 
合 的 双 函 子 , 且 L' (Flat Wk @ 一 ) = L' (一 OOFlate 驶 )=0( 因 此 
L!'(PMRk 的 一 )=L!'( 一 Pg 驶 )=0), 因 此 同 法 可 得 如 下 的 关键 
性 定理 . 
定理 2 设 AGE 只 。 ,BER 骂 .Fi ,Fi 各 为 A,B 的 山 项 平坦 
(或 投射 ) 分 解 所 成 的 复 形 , 则 
H, (Fa %B)>H, (A® Eas), Vn 宕 0 
因此 ,Torg 关于 两 个 变 元 (用 平坦 或 投射 分 解 ) 所 得 的 定义 在 同 构 
意义 下 是 一 致 的 且 与 平坦 (投射 ) 分 解 的 选取 无 关 . 
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下 面 再 来 介绍 Ext 的 基本 性 质 及 应 用 . 先 引 进 如 下 定义 . 
定义 2 R 趾 (或 现 g ) 中 的 正 合 列 
0 一 一 A 一 一 ~ 民 一 > 有 一 >0 
称 为 A 按 B 的 一 个 扩张 (extension). 如 果 这 个 正 合 列 是 可 有 裂 的 ， 
则 又 称 A 按 B 的 这 个 扩张 是 可 裂 的 . 
我 们 来 证 明 下 述 结果 . 
定理 3 设 
0—>A— ~E —>B 一 >0 (6) 
为 x 驶 (Mx ) 中 A 按 B 的 扩张 , 则 
(i) Exte(B,A)=0SA 按 B 的 一 切 扩张 都 是 可 裂 的 ; 
(i) Exti(B,A)=0,YV AE. MM OBEP MP ); 
(ii) Exte (B,A)=0,V BErMM OAE Injr M(InjMx ). 
证 (| ) 坊 ; 以 Homr (一 , A) 作用 于 A 按 B 的 任 一 扩张 
(6). 由 长 正 合 列 定理 有 


Hom (E,A) >Hom, (A,A)— >Ext,(B,A)=0 
由 此 知 i* 为 满 同 态 .于 是 有 gEHomr(E ,A ) 使 
[=i" (g)=gi 

因此 A 按 B 的 任 一 扩张 都 可 裂 ( 见 第 一 章 $4 定理 1 与 定义 4) 

二 ;注意 按 本 节 下 面 定 义 5 的 定义 ,A 按 B 的 一 切 可 裂 扩 张 
(中 间 项 都 同 构 于 4 由 8 ) 都 是 等 价 的 ,因此 A 按 B 的 扩张 只 有 一 
个 等 价 类 .再 由 本 节 后 文 定理 13( 那 里 证 明了 n=1 的 情况 ) 即 知 
Extg (了 3,A) 只 有 一 个 元 素 , 故 Extk (B,A)=0. 

(ii) 由 (i 与 投射 模 的 特征 性 质 ( 见 第 二 章 $1 定 理 1) 以 及 第 
一 章 $ 4 定理 1, 考察 (7) 即 得 证 . 

(证 ) 由 (人 与 内 射 模 的 特征 性 质 ( 见 第 一 这 $2 定理 1) 考 察 
(7) 即 得 证 . [L 

下 面 将 Hom 与 ,的 关系 推广 到 Ext. 
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定理 4 设 4A,A,B,BiER 嘱 (只 ),jEJ, 则 

(iD) Ex (HA,,B) LExR(A,,B), Vn20; 

(ii) Ex (A , ULB, ) 守 Ext (A ,也 | ) , Y 7 过 0. 

证 (i) 对 n 用 数学 归纳 法 .n=0 时 ,由 上 节 命 题 1 知 Ex 
(M,N) 二 Homr (M,N),YM,NER 巴 .于 是 由 第 一 章 $7 定理 
4 知 此 时 (i) 成 立 . 

n>0 时 考察 正 合 列 . 

0—K, —P, —>A,; 一 >~0 
其 中 P; E Pr 驶 .显然 有 正 合 列 
0— HK; He HA, 一 (0 
且 其 中 全 P， EPrM. 于 是 由 长 正 合 列 定理 得 如 下 的 行 正 合 交换 图 
(下 行为 区 作用 于 正 合 列 得 )， 


Hom (LLP,,B)— Hom MK, 'B)——Ext (U4, , 且 ) 一 一 一 Ext(LP ， B)=0 
PEPN 


ch.1,$7, 定 理 4| 宇 ”ch.1,47, 定 理 4 一 由 54、 命题 了 入 引 理 ， 
TT Hom(P,B) 一 THom(K，,B) 一 一 ITExtl(4,B) 一 一 人 ExtICP，,， 2 一 0 
Ps 了: 


由 五 引 理 ( 右 端 各 加 “0 ) 即 得 
ExtR ( LA ,B )~> [Exte (A,,B). 
递 推 之 ,注意 上 图 中 Hom 改 为 Ext”, 则 Ext 改 为 Ext”'' .于 是 
(i) 对 m 成 立时 ,对 m+1 亦 成 立 . 这 就 证 出 了 (i). 
(ii) 对 偶 于 上 述 证 明 即 得 (ii). 口 
注意 由 Extt (A,B) 的 定义 知 , 它 是 Homr (P,,B)(P, 为 A 
的 投射 分 解 中 出 现 的 投射 模 ) 之 二 子 模 的 商 模 , 立 得 如 下 结果 . 
定理 S (|i) 设 尺 为 交换 环 , 则 Extg(A,B)ER 吸 ,YA，, 也 
ErM; 
(ii) 一 般 地 ,Ex 世 (4A,B)EcR 听 ,YA,BER 听 ,其 中 CCR) 
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表示 R 的 中 心 所 成 的 环 . 
下 面 给 出 Abel 群 的 Ext 的 计算 法 . 先 证 明 如 下 结果 . 
定理 6 设 R 为 无 零 因 子 交换 环 ( 即 整 环 ) ,BE 骂 , 则 
ExtR (R/mR,B)~B/mR, V0OKFmER 
因此 对 Abel 群 (Z 一 模 )B 有 
Extz (Z/m 2Z ,B)B/mB, YO0zrmE€EZ 
证 显然 有 如 下 的 RR 一 模 正 合 列 


0—R >R —R/mR 一 一 0 


r mY mr 


以 Homr (一 ,B) 作 用 并 用 长 正 合 列 定理 得 


Homex (R,B) 人 Homex(R.,B) ExtkCR/mR,B)——*Extk(R,B)= 0 
(| 2 ™E !| RE Pam 


B 
2 上- 一 一 ]j1D 


由 此 即 知 
Extp (R/mR ,也 ) 一 BeB [L 
注意 , 若 A 为 有 限 生 成 Abel 群 , 则 
4 全 (有 LZ /mm Z)H2Z", 7 天 0 
于 是 由 有 限 直 和 与 有 限 直 积 的 同 构 性 由 定理 4、 定 理 6 立 得 
推论 2 设 有 限 生成 Abel 群 
A~([ Z/m Z)IZ" , mz0 
B 为 任 _ Abel 群 , 则 ” 
: Ext(A,B)~LLB/m,B 
定理 7 设 RELPID( 即 R 无 零 因子 , 且 一 切 左 理想 都 是 左 
主 理想 ,比如 Z 即 是 ),A ,BE 趴 ; 则 
Ext*(A,B)=0, Vn>l 
因此 ,车 A,B 为 任意 Abel 群 , 则 
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Ext; (A,B)=0,Vn>1 

证 (i) 先 证 :对 RELPID, 一 切 自由 左 R 一 模 的 非 零 子 模 仍 
为 自由 模 . 

设 下 = 区 Rz; E Freerp 员 ,上 且 A 已 被 良 序 ( 任 何 集合 都 可 良 
序 1),S 关 0 为 下 的 左 R 一 子 模 .我 们 取 

FEF = LRz, E Freer WM, FF = HRz, EC Freer MM， 
S,=S/E. 

则 X41 之 2X2 时 所 SF CR,S, SS .下 面 用 超 限 归 纳 法 证 明 : 
V0 隆 S, 都 是 自由 左 R 一 模 且 S 有 基 溯 使 A 二 4, 时 YC 
Y,,. 

=1 时 Si=SPmPF. 若 Si 天 0, 则 由 尺 ELPID 即 可 知 SE 
Freer MM. 

设 A>1 且 对 一 切 jy<XA,S,EFreerp 观 且 S 有 基 Y, 使); 魏 
2 时 YY ,三世 , 来 证 S 也 满足 这 些 条 件 .为 此 取 

S”, = US.EF, 

由 归纳 假设 知 S 天 0 时 必 自 由 , 且 有 基 Y"， = WY,. 

车 S, = S, 则 已 证 出 欲 证 结论 .着 S, 关 S', 则 有 sE€S\ 
S ,使 s=wt+v,uEF,,v=rz,0, 令 

I=<{r|ls€S, \S’»,s=utv,uEF, = rz > < R, 
则 由 RELPID 知 , 必 有 a, ER 使 I= (a,) = Ra, 为 左 主 理 想 .由 
此 知 有 y= wa + ayx, ES, 使 对 任意 的 y€ S,， 
y=ut+baxr, bER 
于 是 
y=(u—-bu)to, uw-buESES 

又 由 上 知 ,x 一 bu, EF 必 为 {z,1p<X} 中 有 限 个 元 素 的 尺 一 线 
性 组 合 .因此 必 有 下,,y<4 使 一 bu, EF,. 故 


2 第 二 草 夫 积 爱 形 有 明 交 网 性 比 


& 一 pcESf 们 下 =SSES， 
由 此 得 
Si =S 由 Ry EFreeg 听 (以 YUiw 1 为 基 ). 

于 是 S= USi 是 以 了 = U Y 为 基 的 自由 有 尺 一 模 . 

(i) 对 以 PE PR 中 为 中 间 项 的 8 驶 正 合 列 

0 一 一 人 ,一 一 了 一 一 人 一 一 0 

由 于 天。 同 构 于 Po 的 一 个 子 模 , 因 而 同 构 于 一 个 自由 模 的 子 模 ， 
于 是 由 上 上段 所 证 知 KoE€ Freern 现 CPr 驶 . 故 由 长 正 合 列 定理 得 正 
合 列 (Vn>1). 


Ext& ‘(Ko ,B)——Ext (A,B)——Ext (Po,B) 
| Ko E Pr M | P, EP M 
0 0 


由 此 即 得 Exg (4A ,了 B)=0,VY7 >1. 口 ] 
上 述 证 明 中 的 (让 已 给 出 如 下 结果 . 
命题 2 设 RELPID( 比 如 R=2Z ,更 一 般 地 REPID), 则 自 
由 左 尺 一 模 的 子 模 必 为 自由 模 , 因 而 
Pr WM = Freer WM 
由 推论 2 与 定理 7 立 得 如 下 结果 . 
定理 8 设 有 限 生成 Abel 群 


A= (在 Zjmw Z)IIZn， 
Extz (A -人 
0 ， 7>1 时 


这 就 完全 解决 了 有 限 生成 Abel 群 的 Ext 计算 问题 . 

由 定理 7 证 明 中 的 (ii) 可 以 看 出 ,对 lpD(R) 过 1 的 环 R( 投 射 
左 R- 模 的 子 模 仍 为 投射 模 的 环 ) 定 理 7 仍 成 立 . 可 预想 到 Ext 与 
lpD 之 间 必 有 密切 关系 .为 介绍 这 方面 的 主要 结果 , 先 作 如 下 定 
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义 . 
定义 3 在 4AEk 嘱 (Ja ) 的 投射 分 解 
Ps =*…—P, op 1 一 …> 忆 >p, A 一 0 
中 , 开 , = Kerd, ,2 过 0, 称 为 A 的 第 个 合 冲 (syzygy). 
定义 4 设 A,BER 驶 .车 有 P,,QiEPR 巴 使 
APDP 二 BDQ 


则 称 A , B 为 投射 等 价 的 (projectively equivalent) , 记 为 A~B. 
不 难看 出 ,这 是 员 上 比 同 构 更 广义 的 一 种 等 价 关 系 . 上 章 
$1 中 的 Schanuel 引 理事 实 上 是 说 : 任 一 个 刃 - 模 的 一 切 投射 分 
解 的 第 0 个 合 冲 都 是 投射 等 价 的 .我 们 现在 来 证 更 一 般 的 结果 . 
定理 9 设 |K,},|iK',! 为 AEgk 园 的 两 组 合 冲 , 则 


(i) K, ~K’, ,VY n>0; 

(ii) Extr (K, ,B)Extre (天 .,B), Vv BErM, nn 二 0; 

(证 ) Ext®'' (A, B)~Exti (K,. 1 B), VBE， 小 ,7 之 |. 

证 (i) 由 Schanuel 引 理 的 推广 形式 (上 章 $2 命题 5) 即 
得 . 
(注意 Ext(P, 一 )=0,YPEP 叫 (定理 3) 以 及 定理 4 
(i) ,用 本 定理 的 (i) 即 得 . z 

(证 ) 由 上 节 推论 3, 注 意 Ext~Ext 即 得 . 口 

在 今后 我 们 将 经 常 使 用 同调 代数 的 一 个 基本 方法 一 一 维 数 转 
移 法 (dimension shifting) , 即 用 一 个 中 间 项 为 特殊 模 ( 如 投射 模 、 平 
坦 模 或 内 射 模 ) 的 短 正 合 列 通 过 相应 的 长 正 合 列 作 递归 的 推 证 或 
计算 的 方法 .以 下 述 引 理 1 的 证 明 为 例 ,读者 可 看 出 此 法 的 简捷 性 
与 程序 性 . 

引 理 1 设 

‘0—>A——P——B—>0 

为 e 骂 中 的 正 合 列 , 其 中 PEPr 完 , 则 


人 2 末 二 昔 站 乌 受 用 晤 间 现 考 比 


Ext* (A,M)~Ext®''(B,M), YLME 中 
证 用 维 数 转 移 法 .对 短 正 合 列 
0 一 4 一 -一 -B 一 ~0 
用 长 正 合 列 定理 得 正 合 列 (只 写 要 用 的 一 段 ) 
Ex (P,M)—>Ext (AM En" (B,M) Bo CPM 


| PE Pr WM 
0 0 


故 得 Exti (A ,M) 一 Extt (了 ,MD). | 口 ] 

定理 10 设 0 敌 AER 中 ,m0, 则 下 述 各 点 是 等 价 的 : 
Dipd(4A) 科 2( 即 ,A 的 任何 投射 分 解 都 有 投射 的 第 n 一 1 个 
合 冲 ); 

(ii) Extg (A,M)=0,Vj 宇 1, ME 骏 ; 

(六 ) Ext%’' (A,M)=0,Y MErM:; 

(iv) inf{ |Ext®*''(A,C)=0,Y CErMIZn; 

(v) Extt(A ,一 ) 为 右 正 合 共 变 孙子 . 即 对 路 中 任意 的 正 合 
列 0>M 一 L 一 K 一 0, 必 有 正 合 列 

Ext: (A,M)—>Ext* (A,L)—>Ext*(A,K)—>0 
.证 (i)=>(ii) :对 正 合 列 0 一 Ko 一 Po 一 4 一 0(PuE Pg 吕 ) 用 
引 理 1 知 ， 
ExtR (Ko,M M)~Ext& (A， M) 
再 知 正 合 列 0->~ 开 :一 Pi 一 Ko->0(P， 条 PR 员 ) 用 引 理 1 又 得 
了 Ext 1(K,,M A)Exte 2(K, MD) 
., 依 此 类 扒 , 知 . 

AL M) Ext!i 1 (Ko M)~ Ex (K. ,,M) 
其 中 K,-1 为 A 的 第 n 一 1 个 合 冲 . 由 上 富生 2 宕 再 7 知 开 ， 1 € 
P 听 ,于 是 Ex&(K,_;,M)=0, 因 此 

Ext:'i(A,M)=0, Vj>1,ME MN 
(注意 :用 定理 9(iii) 证 “(i) 二 >(ii)” 更 简 , 但 知道 上 证 中 的 分 解 过 程 
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是 有 益 的 ). 
(ii) 之 (十 ) 是 当然 的 . 
(ii)=>(iv) 也 是 显 见 的 . 
(iv) 二 (i): 令 {K, | 为 A 的 一 组 合 冲 , 则 
(iv) Sinf{m |Exts (K, 1,C)=0,Y CE MIZn 
ExtR*+1(A,C)~Extk (Ka -1,C) 
ye inf | zz |Homr (K,_1 ,一 ) 正 合 | 声 nn 
Oinf{m | 天 EPr MIZn 
=>(i) 
(Vv) 仿 (二): 对 正 合 列 0->M->L 一 K 一 0 用 维 数 转移 法 .由 长 正 
合 列 : 
Ext (A,M)— >Ext:(A,L)—>Ext (A,K)—>Ext"''(A,M) 
则 知 (v) 成 立时 Ext*'1(A,M)=0,YMEgN. : 口 
由 定理 10 又 得 lpd( A ) 的 另 一 种 定义 法 .因为 我 们 有 下 述 推 
论 . 
推论 3 设 AEr 忱 , 则 
lpd(A)= inf{m |ExtR (A ,一 ) 二 0| 
=inf{m | Extz “i(A, 一 )=0, Yj 宇 1} 
注 1 只 对 两 个 RR 一 模 A,B ,一般 地 
Extg (A, B)= 0 六 Exg(A， B)=0 
推论 4 设 PEP， 吸 ， 且 0-~A-~P->B-~0 正 合 , 则 
Ipd(B)<lpd(A) +1 
推论 5 设 A; Ek 骂 ,jEJ, 则 
‘Ipd( HA )=sup lpd( A;) 
证 ”由 本 定理 与 定理 4(i) 即 得 . zz 0 
对 偶 于 上 有 段 ,我 们 给 出 如 下 定义 与 结果 . 
定义 3” 在 AEk 观 (Mr ) 的 内 射 分 解 :9 


wl4 呀 二 奸 ” 赴 避 曼 儿 的 网 疯 旺 化 
0 天 
EE&, 二 0 一 一 > 人 一 一 > 天 0 Fl A > 
中 , 称 L" = Imd”!,n 宇 0, 为 A 的 第 n 个 上 合 冲 (cosyzygy). 
定义 4 设 A,BER 观 , 若 有 Ei,E,E€1Injg 台 使 
ADE' 二 BODE,, 


则 称 A ,B 为 内 射 等 价 的 , 记 为 A~B， . 

显然 这 也 是 8 员 上 的 一 个 等 价 关 系 , 可 对 偶 于 上 有 段 证 明 得 到 
如 下 结果 . 

定理 9” 设 [L"} ,1"} 为 BE 对 的 两 组 上 合 冲 , 则 

(0) L" ~; 

(ii) Exth (A,L’)~Exth (A,L’),Y AErM:; 

(ii) Ext2'' (A,B)~Exti (A,L’),YAERkM. 

定理 10” 设 0 关 AEg 驶 ,n 宇 0, 则 下 述 各 点 是 等 价 的 ; 

(i) lid(A) 三 n( 即 A 的 任何 内 射 分 解 都 有 内 射 的 第 n 个 上 合 
冲 ); 

(ii) Ext'i(M,A)=0,Yj 宇 1, ME gM; 

(i) Ext®'!(M,A)=0,V MErM:; 

(iv) inf{ rm | Ext® “(C, A)=0,Y CE MM}<n; 

(v) Extz (一 ， A) 为 右 正 合 反 变 函 子 . 

推论 3” 设 AEg 纲 , 则 

lid(A)=inf{m {ExtR"!(—, A)=0} 
=inf{m |Extm+7 (一 ， A)=0,Vj 宇 证 . 

此 外 ,由 lpD(R )， liD(R) 的 定义 ， 从 上 述 结果 可 以 看 出 如 下 
推论 成 立 . 

推论 6 IpD(R)<nOExt'!'(A,B)=0,VA,BEM. 

推论 6” liD(R)<nEOExti''(A,B}=0,YA,BErM. 

从 这 两 个 推论 我 们 立 得 如 下 的 重要 宏和 理 . 

定理 11 对 任意 环 R， 


9 了 位 本 而 因 本 了 Xt 上 久 天 以 用 FA le] 


ipD(R) =1iD(R) 

今后 统一 地 记 为 D(R) 或 legD(R), 一 般 地 不 再 使 用 lpD(R ) 
与 iD(R). 上 面 lgD(R) 中 的 “g 表示 global( 整 体 ) ,因此 又 称 为 左 
整体 维 数 . z 

对 rpD(R) 与 iD(R) 也 有 与 上 平行 的 结果 .因此 统一 地 记 为 
rD(R) 或 rgD(R). 这 里 需 注意 的 是 ,正如 我 们 在 上 章 $2 已 讲 过 
的 那样 ,一般 地 ,rD(R) 关 ID(R). 

现在 我 们 给 出 简化 ID(R ) 计 算 的 一 个 方法 .为 此 先 给 出 一 条 
引 理 . 

引 理 2 BE Injr MOExtr (R/TI,B)=0,Y 11R. 

证 VY 1 了] 尺 , 由 k 喘 中 正 合 列 


0 一 ~ 工 一 一 R 一 ~R/T 一 >~0 
以 Homr (一 ,B) 作 用 后 得 长 正 合 列 


Homg (R,B) ->Home (1,B)— >Ext (RI1,B) Eh (RB) 


0 

注意 i 满 仿 BE Inje 观 .但 由 上 正 合 列 又 知 i 满 SExtk (R/T,B) 
=0, V1<AR. 由 此 即 得 欲 证 . ， 口 

注 2 可 以 证 明 , 当 R 为 交换 Noether 环 时 ,BE Injkg 驶 局 
Exth(R/P,B)=0,YVPESpecR(R 的 素 理 想 集 ). 若 为 R 的 左 
理想 的 一 个 集合 ,使 得 若 Extk (R/I, B)=0, YIE 则 BE 
Injz 欢 . 这 时 就 称 乡 为 R 一 模 的 一 个 内 射 检验 集 (test set). 于 是 对 
交换 Noether 环 ,9G= SpecR 就 是 一 个 内 射 检验 集 . 而且 可 以 证 明 : 
若 |8|<oco, 则 |SpecRj<oo. 当 尺 又 无 零 因 子 且 gD(R)< co 时 ， 
车 0E98CSpecR ,8 为 内 射 检验 集 , 则 8G= SpecR .这 等 于 告诉 我 
们 :对 无 零 因子 且 整 体 维 数 有 限 的 交换 Noether 环 RR,SpecR 为 最 
小 的 内 射 检 验 集 .P. Vimos 在 [V,83j 中 证 明了 :对 交换 Noether 
环 , 若 天 -SpecR , 则 9 为 内 射 检验 集 的 充 要 条 件 是 9 二 Spec” 尺 = 
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[IPESpecR|R 在 P 的 局 部 化 Rp 不 是 域 } .类 似 地 ,车 对 于 Torr 
(下 , RIT)=0, YIEIZ( 左 理想 的 一 个 集合 ), 必 有 FE Flatr , 则 
称 9 为 一 个 平坦 检验 集 . 取 示 性 模 ( 见 上 章 § 3)F® = Homz (下 ， 
QI/Z ),P.Vimos 在 [LV,83j 中 对 交换 Noether 环 ,FCSpecR ,也 证 
出 为 平坦 检验 集 的 充分 必要 条 件 为 二 Spec* R.1987 年 J.A. 
Beachy 与 W.D. Weakley 在 [BW ,87] 中 对 内 射 检验 集 又 得 到 更 一 
般 的 结果 . 

由 引 理 2 我 们 可 得 化 简 ID(R) 计 算 的 如 下 重要 结果 . 

定理 12(M. Auslander,1955) 对 任意 环 R， 

ID(R ) = vsup lpd( RIT) = ,sup, lpd(N) 


因此 
DR)T ap ,alpdM) 
证 ” 先 证 第 一 个 等 号 . 设 sup lpd(R/1)= coco. 当然 ID(R)= co 
此 时 第 一 等 号 当然 成 立 . 疫 sup ljpd(R1D 和 za< oo, 则 
Ext®'' (R/I,B)=0, V BE EM, I< R 
， 
Extk (R/T,L"), 其 中 L" 为 B 的 第 n 个 上 合 冲 . 
由 引 理 2 知 LE Injk 吕 . 因此 由 定理 10* 知 lid(B) 志 ,YB 
Eg 员 .再 由 定理 11 即 知 第 一 等 号 成 立 . 
”再 证 第 二 等 号 .注意 N= Rz 时 取 I=lAnng(z), 则 I< 了 R， 
N 二 R/T. 由 上 证 即 知 第 二 等 号 成 立 . 口 
关于 lpd( R/T) 的 计算 可 归 为 计算 jpd(T). 事 实 上 ,我们 有 下 
述 推论 . z 
推论 7 设 ID(R) 宇 1, 则 
ID(R)= ' 泗 p(n +1 


证 ID(R) 宇 ! 即 ID(R)>0. 从 6 驶 中 的 短 正 合 列 (注意 RR 
€E PrM) * 
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0 一 一 了 一 一 >R 一 一 及 /一 一 0 . 


知 ,车 
“>P,—>…>PI —>P, 一 >~ 工 一 ~0 
为 了 的 投射 分 解 ， 则 
一 一 一 PP —>R—>R/I—0 
为 R/I 的 投射 分 解 于 是 由 定理 12 即 得 证 . [ 
推论 8 设 I R, 则 
lpd(1)+1, TI&PeM 时 
lpd(RIT) -| IEPr 观 时 
因此 ,ID(R) 志 1SSR 的 一 切 左 理想 I 都 是 投射 的 ( 即 R 为 左 遗 传 
环 的 充分 必要 条 件 是 R 的 一 切 左 理想 都 是 投射 的 ). 
证 ”由 g 驶 中正 合 列 
0—I—R—>R/I—>0 
得 
Ext®'!(R/I,M)~Ext: (I,M),VYMErM 
由 此 即 可 得 证 . [ 
下 面 我 们 介绍 不 用 投射 分 解 与 内 射 分 解 而 用 扩张 的 方法 以 及 
公理 化 的 方法 来 定义 Ext 的 有 关 知 识 .初次 阅读 本 书 的 读者 可 跳 
过 或 粗 粗 一 看 本 节 的 这 一 部 分 内 容 . 
定义 5 设 在 kx 下 中 ， 
0—A—E,—B—>0,， j=1,2 
均 为 A 按 B 的 扩张 , 且 有 同 态 p;E1 一 E, 使 成 交换 图 


1 


0 一 一 cm 有 A ————, ———t= 


(7) 


2Z18 加 二 章 坟 铀 及 形 肝 同 爽 考 化 


则 称 这 两 个 扩张 是 等 价 的 , 记 为 El 一下;. 
由 三 引 理 (第 一 章 § 4 推论 2) 立 得 如 下 命题 , 
命题 3 等 价 扩张 定义 中 的 p 必 为 同 构 . 因 此 ,等 价 扩 张 是 一 
种 等 价 关系 . 
 ”” 注 3 yp 为 同 构 s> (7) 中 的 两 个 扩张 等 价 .这 是 因为 p :为 同 
构 时 未 必 能 使 (7) 为 交换 图 . 见 下 例 即 明 . 
例 1 取 R=Z,A=B=2Z,,p 为 奇 素数 . 记 A=(a),E= 
(zx) 二 Z%,B=(5). 定 义 
ii:A > 下 使 i (a)= pz 
i2:A > EF 使 i,(a)=2px 
B:E 一 >E 使 8(z)=2z 
ri :下 一 > BB 使 r(xzx)=6。 
rr; : 玉 一 > BB 使 xr,(zx)=26 
则 有 四 个 A 按 B 的 扩张 . 
0 一 ~A 一 FE 一 -8 一 -0，) ,7=1,2 
8 虽 为 同 构 但 图 


， ， pie 


Ta PI~ Ts 


并 非 交 换 图 且 不 可 能 找到 其 他 的 同 构 8 使 它 为 交换 图 . 因此 上 、 
下 两 行 的 扩张 不 是 等 价 的 . ， 
上 述 扩张 称 为 1= 扩 张 .将 此 推广 即 得 所 谓 的 一 扩张 的 概念 . 
定义 6 设 A,BE。 骂 , 则 正 合 列 
E:0—A—E,—E,>…>E—>B—>0 


称 为 A 按 B 的 一 个 一 扩张 (n 一 extension). 
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例如 B 的 投射 分 解 Ps 给 出 K.-_1( 第 n 一 个 合 冲 ) 按 BB 的 一 
扩张 ;B 的 内 射 分 解 Es 给 出 B 按 L"( 第 n 个 上 合 冲 ) 的 一 扩张 . 
者 对 A 按 B 的 两 个 一 扩张 有 :EE 一 >E' 使 下 图 为 交换 图 : 


FE: 0——— A —— EE, om- 0 “ 一 0 
1a 名 P, Ts 


EFE' :0——A—— FE— Eb —”B—0 
则 称 这 两 个 一 扩张 有 关系 EE 一 FE.. 
注 4 nn 这 2 时 EE 一 FE E’ 一 F. 因 此 ,“ 一 ”不 是 等 价 
关系 . 
定义 7 若 玉 ,E 都 是 A 按 B 的 两 个 n 一 扩张 且 有 一 个 具有 
“一 ”的 有 限 长 的 n 一 扩张 链 
E=E™ FE~ E~™ :~ E,=E 
其 中 每 一 个 EE; 处 两 边 的 箭头 方向 都 相反 (要 进 都 进 , 要 出 都 出 )， 
0<j<k, 则 称 上 ,E' 是 等 价 的 n 一 扩张 , 记 为 EE 一 EE”. 
显然 有 
命题 4 对 A 按 B 的 n 一 扩张 “一 ”是 一 个 等 价 关系 . 
记 [E] 为 A 按 B 的 舍 n 一 扩张 E 的 等 价 类 ,并 记 
Yex&(B,A)= {[E]} 
(“Y”" 是 为 纪念 日 本 数学 家 米田 信 夫 (N. Yoneda,1930 一 )1954 
年 一 1960 年 期 间 开 创 x 一 扩张 理论 的 功绩 ). 
可 以 证 明 
定理 13 对 任意 的 之 1 有 一 一 对 应 


J :Yexi(B,A—Ex&(B,A), YA,BErM 
这 个 结果 充分 地 说 明 了 Ext 记号 的 扩张 含意 . 
下 面 只 证 n=1 的 情况 . 
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我 们 用 B 的 投射 分 解 来 找 出 集 映 射 
p= :Yexta(B,A)——>Extr (B,A) 

再 证 y 为 满 单 的 即 可 . 

设 

E:0—A——E—>B—>0 
为 A 按 B 的 扩张 . 取 B 的 投射 分 解 
d2 di do 
BPs:…—>P,—>P.—P,—B———0 

由 比较 定理 (本 章 $2 定理 1) 可 得 行 正 合 交换 图 (其 中 虚 稍 头 , 特 
别 是 a ,是 同 伦 意义 下 唯一 的 ). 


dl di 
1 


0 B 0 


P 
| 
| 
| 
| 
| 
E B 0 


此 时 

Ext\(B,A)=Kerd; /Imd: ， dy =Homa(—,A)(d,) 
由 已 交换 知 dy (a) = ad, =0, 因 此 aE€E Kerd; .又 由 a 的 同 伦 唯 
一 性 知 , 若 a :Pi 一 ~A 也 使 上 图 交换 , 则 有 so ,si 使 


a—a =0*si+sodi= sod!= 4d? (so) 


于 是 a 一 a EImd? . 故 令 
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Jy:[LE -> w+Imdy 
可 知 [EE] 通 过 y 唯一 确定 了 Extg (B, A) 的 一 个 元 素 .于 是 y 是 
完全 确定 的 . 
再 证 y 是 满 单 射 (一 一 对 应 ). 
为 证 此 , 找 出 y 的 逆 映 射 0.Extr(B,A) 一 >Yextr(B,A ) 即 
可 . 仍 用 上 县 证 明 中 的 记号 .由 上 证 已 知 ad, = dz (a)=0, 因 此 
Imd2CKerx .于 是 a 诱导 一 个 a 使 下 图 为 交换 图 . 


i 


0 一 一 [md: Pl ——>*P/lImd,—— 0 
/ 


a /a 
/ 


和 
4 


其 中 a(pi+Imd2)=a(pi), VY pi1€EP',P/Imd, 守 Imdi. 
由 上 章 $2 命题 1 知 , 取 刀 =A,B=Po,U= 五 , 必 有 行 正 合 
交换 图 


_ | 
a 18 Ts 


| 


0 


0 


于 是 可 定义 


0:Extk(B,A)—>Yexth(B,A) 
x+ Imdr ">[E] 
先 证 0 与 a 的 选取 无 关 . 设 a 一 a(a’ 与 a 同 伦 ), 即 ,a 一 a = 
sd ,其 中 s:P, 一 A .用 图 追踪 得 交换 图 


CLL 腊 二 一 外包 有 此 量 隔山 性 交 


P, d; Pp di PP, 一 2 一 全 


0 
全 
于 是 有 交换 图 
0 一 P/Imd, Po B 0 
a p+is Ts 


由 此 可 验 知 


0 


0(a+JImdy )= 0(a + Imd’ ) 
从 而 即 知 9 与 a 的 选取 无 关 . 
再 直接 验证 
00= Le (Ba) 
Oy = Lye (8,a) 


即 得 欲 证 . 


一 人 


国 


下 面 介绍 Ext 的 公理 化 (特征 刻画 ). 这 个 公理 化 是 建立 在 下 


述 定义 的 基础 上 的 . 


定义 8 设 |T,,nE2j 为 一 个 共 变 函 子 列 , 若 对 k 骂 的 任意 


正 合 列 


0 一 一 4 一 一 一 一 人 一 -~0 


都 有 连接 同 态 A, : T, (A”) 一 T,-1(A') 使 下 述 两 点 成 立 :. 


OO) TA)— TA)— TA TA)— 
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了 -1 (A) 一 ~ 了 |; (A” SET, ， (A’)— > 
为 复 形 ; 
(ii) 人 A, 都 是 自然 的 , 即 对 任意 的 行 正 合 交换 图 


0 一 2 4 一 一 2 一 47 —— 0 


吾 " 0 


T.(A") 一 -一 站- (A') 
Th Fr Vn€EZ 
T,.(B") 一 一 一 T,_1(B') 


则 称 { 人工, } 为 连接 的 (connected) . 

车 (i) 中 的 复 形 为 零 调 的 ( 即 为 正 合 列 ), 则 又 称 {T, | 为 强 连接 
的 (strongly connected). 

若 对 一 切 n<0,T, =0, 则 称 {T, 1 为 正 的 .车 对 一 切 n >0， 
T= 0, 则 称 |T,|} 为 负 的 (此 时 常 改 用 上 标 : A”: T"(A”) 一 
T"*'(A’)). 

我 们 可 证 如 下 定理 . 

定理 14 设 {T"| 为 负 的 且 

(i) { 开 ?为 强 连接 的 ; 

(ii) T 全 HomR(C ,一 ) ,对 某 一 个 CErM; 

(ii) T(E)=0,V EEInjrM, VY n>1, 

则 T" Exte (C,—) ,Yn 之 0. 反 过 来 也 成 立 . 
本 定理 之 证 是 对 n 用 数学 归纳 法 , 需 先 证 如 下 引 理 .- 


Ze 六 二 理 ”站 惧 改 斤 了 网 册 性 做 


引 理 3 在 Abel 范畴 (比如 吸 ) 中 若 图 


A D 
| pA , 
| 
B™ TC 
4 pa 
pp 
p 4 


中 A 一 > DD 为 满 态 射 且 除 右 一 面 DCC'D 外 ,各 面 都 是 交换 图 . 则 
右 一 面 DCC'D' 也 是 交换 图 . 
证 ”考察 下 述 态 射 合 成 的 关系 (等 号 “ || ” 右 说 明理 由 ): 
A 一 一 CC 一 CC 
上 上 一 面 交 换 图 二 A 一 D>C= A 一 BC 
A——B——C—>C 
| 前 一 面 交换 图 之 B-~C-=>C'= B 一 B' 一 C 
A 一 一 有 一 一 ”有一 一 > 人 CC 
上 | 左 一 面 交 换 图 二 A 一 B 一 B’ 一 A-=A' 一 =B/ 
A 一 ~A 一 一 > 一 一 >C- 
上 下 一 面 交换 图 之 4 一 BC=A =D' 一 C 
A 一 ~ 人 一 一 ”~ 门 -一 一 > 人 C 
后 一 面 交 换 图 二 A 一 A 一 D’ = A 一 D>D 
A—D—>D—C 
知 
AhA 一 2pD 一 ~C 一 ~C =A 一 2 一 一 -~C: 
但 A 一 > D 为 满 态 射 . 故 有 
D—C—C =D—>D—*C 
即 右 一 面 也 是 交换 图 . LD] 
定理 14 之 证 
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naA0 时 欲 证 的 结论 已 含 于 条 件 (i) 中 . n = 1 时 , 任 取 A 
ER 对 与 正 合 列 
0 一 >4 一 下 一 >D 一 ~0 
其 中 EE Injk 纹 . 由 条 件 (i) 并 由 第 一 章 $4 命题 1 补 上 唯一 存在 
的 pa 得 交换 图 


0 
.HGiii) 


TE ———_— TD 一 74 TIE 一 0 
| 
~|G) [2 -| + (8) 
Ext° (C ,E) Ext (C,D)———Exti(C, A)——Ext'(C,E) ”0 
ME Gii) 寺 0 EE Injem 
Hom (C,E) Hom(C , D) 


于 是 由 五 引 理 (第 一 章 $4 定理 2) 知 ps 为 同 构 . 
下 面 证 明 pa 是 自然 的 , 且 与 A > 三 的 选取 无 关 . 为 此 设 如 
caR 踊 , 则 必 有 正 合 列 
0 一 一 五 一 一 CGr 一 一 五 一 ”0 
其 中 GE Injk 驶 . 令 f:A 一 >B 为 左 R 一 模 同 态 , 则 有 交换 图 ( 带 
正 合 行 ) 
0 一 4 -上 ~ D——0 
| | 
f Ol em | 第 一 章 $4 命题 1” 


t 


于 是 有 立方 图 : 


LO0 负 二 音 ” 冰 外 受用 的 网 而 妊 化 


T' 1 一 一 一人 6 gs 


| 网 ff 
Hom(C,D)- - -~~—Ext(C,A) 
pp 


od 1 
Hom(C,H) Ext(C,B) 


由 (ii) 知 左 一 面 为 交换 图 .由 定义 8(i)(A4” 自然 ) 与 长 正 合 列 定 理 
中 连接 同 态 的 自然 性 知 ， 上 、 下 两 面 都 是 交换 图 .再 由 pa、 的 构 
作 知 ,前 后 两 面 也 是 交换 图 . 又 由 图 (8) 的 上 行 正 合 知 TD 一 > 
T!A 为 满 同 态 . 故 由 引 理 3 知 右 一 面 图 为 交换 图 , 即 p 为 自然 的 . 

取 A=B,f= I 即 知 ga 与 A 盖 五 的 选取 无 关 . 仿 上 妇 纳 
地 即 可 证 出 定理 14( 注 意 Ext 满足 定理 14 的 各 条 件 ) ,其 道 显 见 . 

注 5 定理 14 的 对 偶 形 式 也 成 立 , 证 法 也 是 对 偶 的 . 此 时 定 
理 14 中 的 ( 辣 ) 可 换 成 “T'(B) =0,YBEFreerxM( 或 BE 
Po.M).” 

注 6 设 工 为 左 正 合 函 子 , [7T" |} 为 负 的 且 满 足 如 下 三 条 件 : 
(让 1 工 } 为 强 连接 的 ;(ii) TT; (i) T(E)=0,V EE InjeM, 
V n 之 1. 可 证 此 时 必 有 T 二 R"T,V 720. 

注 7 对 固定 的 n >0 来 刻画 Ext*(C ,一 ) 仍 是 一 个 困难 的 问 
题 . 1974 年 P. Griffith 证 明了 : 设 R 为 Dedekind 环 (无 零 因子 的 交 
换 遗 传 环 ) ,其 商 域 为 Q, 丁 :g 吕 一 k 咏 为 半 正 合 的 且 保 直 积 的 共 
变 函 子 , 同 时 T(E)=0,V EEInjgM. 又 Homr(Q;,TP)=0,YP 
EPk 吸 , 则 工 六 Extg(C ,一 ), 反 之 亦 然 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 
[Gr.74 ]. 


习 题 3.3 


1. 设 e 员 中 有 正 合 列 0->A 一 BC 一 0,lpd(A)=a,lpd(B)=6。,lpd(C) 
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=c. 证 明 (a ,b,c) 只 有 三 种 取 值 的 可 能 (a,a+r,at+r),r>0;{a,a—r,1 
+a),r>0;(a,a,l+a— s),s>0. 

2. 证 明 在 < 名 中 A 按 C 的 任 两 个 可 异 扩 张 必 为 等 价 扩张 ， 

3. 设 A' 关 0 为 AERk 员 的 子 模 ,ff€ Homs (A’,B),3:Homr (A’,B)— 
Extk(A/A ,B) 为 连接 同 态 . 称 39(f)EExtr(A/A',B) 为 f 的 障碍 (obstruc- 
tion) .证 明 ; 了 可 开拓 到 A 的 充分 必要 条 件 是 f 的 障碍 为 0. 

4. 设 A= 了 A ,Ai E kM. 用 定理 4(i) 证 明 

lpd( A )= max lpd(A;) 


$4 左 导出 函 子 Tor 及 其 应 用 


本 节 将 大 体 上 平行 于 上 节 地 介绍 晴 子 Tor 的 基本 性 质 及 应 
用 .在 上 节 定 理 2 中 ,我 们 已 得 到 如 下 结果 .对 任意 的 AEMk,B 
ER 对, 取 A 的 删 项 平坦 分 解 F4 及 B 的 删 项 平坦 分 解 Fs , 则 

H, (Ra@B)~H, (AW Fs ). 
因此 ,Tor 关于 两 个 变 元 用 投射 分 解 所 得 的 定义 是 一 致 的 ,没有 
必要 再 使 用 两 套 记号 . 由 于 投射 模 必 为 平坦 模 ,投射 分 解 必 为 平坦 
分 解 . 因此 , 记 Pa ,P3 各 为 A,B 的 删 项 投射 分 解 , 则 
H. (Fa ©B)H, (AQ Fs )H, (Pa B)H, (A Ps ). 

由 此 可 得 如 下 结果 . 

定理 1 用 平坦 分 解 定 义 的 Tor 与 平坦 分 解 的 选取 无 关 , 且 
对 两 个 变 元 A ,B 各 用 平坦 分 解 所 得 的 值 是 同 构 的 ,它们 与 用 投 
射 分 解 定 义 的 To 是 一 致 的 . 即 

用 Fa 得 到 的 To (A,B) 二 用 Fj 得 到 的 Tor (A,B) 

二 用 Pi 得 到 的 To (A,B) 二 用 Ps 得 到 的 Tor (A,B),YA 
CEM. ,BErNM. 

容易 验证 如 下 结果 . 

定理 2 对 任意 的 AE 吸 sg, BER 吸 ,我 们 有 : 
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(i) 设 n<0, 则 Tor (A,B)=0; 
(ii) Tom (A,—)A®—,Tor? (—,B)—69B; 
(过 ) 设 在 8 台 中 
0 一 ~ 卫 一 一 一 一 ~ 有 一 一 ~0 
正 合 , 则 有 自然 的 连接 同 态 9 使 成 长 正 合 列 
“…—>Tor (A, B”)—>Tor, (A,B’)—*>Tor_(A,B)—— 


Cs | 91 
Tor (4A ,B ) 一 一 Tor (4A ,BO) 一 … 一 Torf (A,B’)——>A 
CB——ACB 一 ~A 人 COB 一 ~0; 
天 天 天 
0 一 -> 人 一 一 人 一 一 人 一 一 >0 
正 合 , 则 有 自然 的 连接 同 态 2 使 成 长 正 合 列 
“…—Tor* (A”, B)—> Tore 1(A’,B)——Tor (A,B)—— 


Tor* (A” ,B) 一 To ,(A’,B)—>-…—Torr (A ,B)—»> 
A'QB 一 -4GB 一 -47GCB 一 ~0; 
(v) Tom (4A,B)Ecm 吸 ,因此 当 尺 为 交换 环 时 ,Tor (A， 
B)ER 踊 ,其 中 C(R) 表 示 尺 的 中 心 . 
下 面 证 明 : 对 交换 环 尺 ,Torn 关于 两 个 变 元 有 对 称 性 (Ex 多 
无 此 性 质 ). 
定理 3 设 R' 为 R 的 反 环 , 则 
Tort (A,B)~Tor®' (B,A), V AEM,, BE. MM, n>0. 
因此 , 当 R 为 交换 环 时 
Tor (A,B)~Tor: (B,A) 
证 本 定理 事实 上 是 多 性 质 的 推广 ,因为 显然 有 同 构 
ACB 一 ~BCoA 
R 一 R 
ac05 -> DCoa 
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取 A 的 删 项 投射 分 解 
Pa = >P, >p, ,> Pp,—»P,—>0 
记 z, 为 下 述 同 构 
P.GB — BP, 
TiCoO5 -> 0COz， 
则 z= {zs 1 是 一 个 同 构 的 链 映射 . 
t= |t,1:Pa WB 一 BC9PA 


因此 
H, (了 1 WB )H, (BOOP3 ) 
| | 
Tort (A,B) Tort (B,A) 
用 维 数 转移 法 可 证 如 下 结果 . 口 
定理 4 


(i) 下 GEFlatg 人 Tor (F,B)=0, Yn 宕 1, BErM,; 
(ii) FEFlata MOTor (A,F)=0, Vn 宕 1, A € Mor. 
证 只 和 需 证 (i). (ii) 的 证 法 是 类 似 的 . 
入 ; 任 取 gs 中 的 正 合 列 
0 一 ~ 开 一 一 P 一 ~B 一 ~0 
其 中 PEPk 吕 .由 长 正 合 列 定理 知 , 有 正 合 列 


I Oi 
Tor® (下 ， B) 一 -FE 一 一 一 > FGCOP. 


由 i 为 单 同 态 及 下 为 平坦 模 知 ee 为 单 同 态 ,因此 ， 
Torr(F,B)=0, YBE.M 
即 ,n =1 时 欲 证 的 结论 成 立 . 
下 设 欲 证 的 结论 对 n 成 立 , 来 证 明 对 2z+1 也 成 立即 可 .事实 
上 ,由 下 述 正 合 列 (在 下 面 以 及 后 文 的 证 明 中 ,在 不 致 发 生 混 消 时 ， 
为 醒目 起 见 , 符 号 尽量 从 简 . 比如 省 去 Tor 上 方 肩 上 的 R 等 ).、 
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Tor (下 ,P) 一 =Tor (下 ,B) 一 =Tor (F,K) 
| PEPgM. | 归纳 假设 
0 0 
即 知 
Tor,ri(F,B)=0, YBErM, 
二 :只 需 证 ; 对 任意 的 B En 和 WWM, Tor (F,B)=0 时 ,FE€ 


FlatM... 
为 此 , 取 g 吕 中 正 合 列 
0 一 ~B' 一 有 一 >B“… >0 
则 由 长 正 合 列 定理 得 正 合 列 
Tor (F,B”) ~F®B’ FB 
| 已 知 
0 
于 是 对 一 切 单 同 态 i : B' 一 >B, Is @i 都 是 单 同 态 , 即 下 
FlatM ry.. 加 
由 本 定理 立 得 如 下 推论 . 
推论 1 


(i) FEFlatMr 人 Tor (F,B)=0,YV BErM:; 
(ii) FEFlate MOTor (B,F)=0,V BEM,. 
用 本 定理 与 长 正 合 列 还 可 立 得 如 下 结果 . 
推论 2 设 0 一 >A 一 >A 一 一 A 一 >0 为 台中 的 正 合 列 ， 
4 ,4A EFlatrM, 则 A EFlatrM. 
用 第 一 章 $7 定理 5 的 结果 : 
(A, )B~ (A;GB) 
AQ HB H(A ) 
及 维 数 转 移 法 ,可 “机 械 地 ”证 出 如 下 更 广 的 结果 . 
定理 5 设 A;€EM, ,VY iE1,B;Ex 观 ,VjEJ, 则 
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Tom (A. ,LB, ~ Tom (A.; ,B,), VY n>0 


证 n=0 时 ,Tor, 0, 欲 证 的 同 构 当然 成 立 . 
n 二 1 时, 取 g 员 中 的 正 合 列 . 
0 一 ~K 一 ~P 一 >B, 一 >0, 其 中 P, € PN, YjEJ， 
则 有 正 合 列 
0— HK, —HP, —1HB —>0, 其 中 旧书 € Pr WM 
由 长 正 合 列 定理 并 经 第 一 章 S$ 4 命题 1 补 9 后 , 知 有 行 正 合 交换 图 


9 , 
0 -一 一 Tori(1A, 9 UP,)) ——— Tor( LA LB,)—er 1 AOLK/—e 1 A LP, 
LP,E€EP: 1 
| 
iy 
| 
= 天” 由 Torn 4,Pi) 一 一 一 此 Ton (A B; ) 一 一 4， OK))—— 此 (4QP ) 


0 二 二 


P,E PaR */ 


由 五 引 理 知 gp 为 同 构 , 即 n=1 时 欲 证 结果 成 立 . 

下 设 对 n = 一 1 时 和 欲 证 结果 成 立 , 来 证 n = 时 欲 证 结果 成 
立 , 这 里 和 >1. 

仍 用 长 正 合 列 定 理 , 仿 上 有 行 正 合 交 换 图 
0 一 Tor AP)—~ Tors (AB) Se Tors Cl A liK)) Tors- Ai P)=0 


(归纳 假设 ) 


0 =—— LTori(hi,P) — I Tor:(h,,B,) ll Torii(his Ki)——— 1 Tors lh, Pj;)=0 
/7 i tj wj 


由 上 图 知 ,9 与 9 都 是 同 构 ,因此 和 欲 证 的 结论 对 n = 也 成 立 。 咒 
现在 我 们 对 Abel 群 (z 骂 ) 来 计算 Tor, . 先 证 明 下 述 命题 . 
命题 1 设 A,B 为 任意 Abel 群 , 则 

To (4A,B)=0， Yn 二 2 
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证 ”由 上 节 命题 2( 注 意 ZELPID) 知 ,自由 Z 一 模 的 子 模 都 
是 自由 的 .因此 ,投射 Z - 模 的 子 模 当 然 更 是 投射 的 .于 是 对 A 必 
有 投射 分 解 

0—K—P—A—0, P,KE€EP; 


由 长 正 合 列 定理 得 正 合 列 
Toz(P,B) 一 >Toz(A,B) 一 >Toz_,(K,B) 
PEP,M | EP,m, n>2 
0 
于 是 得 To (4A,B)=0,V7mz 志 2. 口 


由 此 命题 知 ,对 Abel 群 A ,B,Tor 是 不 必 计 算 的 (都 是 平凡 
的 ) 且 命题 1 对 RELPID 仍 成 立 .下 面 我 们 来 研究 Abel 群 的 Tor 
计算 .我 们 有 

命题 2 设 B 为 任意 Abel 群 ,m 关 0, 则 

Tor (Z., ,B)Tof(B,Z, )~B[lm]={6€EB|mb=0} 

证 ”由 定理 3 知 Tor(A,B) 二 Tor(B,A), 只 和 需 证 

To (Z ,B)B[m)] 
用 维 数 转移 法 ,从 正 合 列 


i 


0———>2 re Z,.——0 
得 长 正 合 列 
Z Z 9 iCO ls 
Tort’(Z,B) 一 Tor(Z,,B) ZB ZB 
ze p,m Z Z 
\| (| 
B B 
b FE mp 
故 
Tor (Z ,B) 二 BLm] 品 ] 
由 此 命题 立 得 如 下 推论 


”推论 3 设 m,n 关 0, 则 
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Tor (2Z, ,Z, ) 一 DZ [nd ZL/m ZZ0,,,) 
其 中 d= 二 J，( 加 7n) 为 m,n 的 最 大 公约 数 .因此 
0， (m,n)=1 时 


心 ， miln 时 
To (Z，,Z ， ) 一 4 ” 
o 人 ) Z ， n|m 时 
Zwm.n) ,一般 情况 


由 此 命题 与 定理 5 又 得 
推论 4 设 0 关 mm EZE, ,Abel 群 
A= A, Z (HD Zn), B= A, Z ;I(T Z, ) 
则 
Tor(A 也 ) 一 有 (m, ,7 ) 


j€J , 

于 是 由 上 知 ,我 们 已 完全 解决 了 有 限 生成 Abel 群 的 Tar 计算 间 题 . 

为 了 说 明 Tor(torsion( 掩 ) 的 前 三 字母 ) 命 名 的 含意 ,下 面 来 介 
绍 Tor 与 挠 性 的 关系 . 

定义 1 设 R 为 交换 环 ,A Ek 骂 , 则 称 

T(A)= {a€ A| 有 非 零 零 因子 rER 使 ra =01 
(显然 为 A 的 子 RR 一 模 ) 为 A 的 挠 子 模 (torsion submodule). 

当 T(A)=A 时 , 称 A 为 挠 模 (torsion module); 

当 T(A)=0 时 , 称 A 为 无 挠 模 (torsionfree module). 

注 1 设 尺 为 任意 环 , MER 叹 , 则 M ”=Homg(M,R)EG 吸 R. 
AM” =Homg(M" ,R)Exk 园 . 称 M' 为 M 的 对 偶 模 ,M”“ 为 M 的 
二 次 对 偶 模 , 令 c:M 一 ~M”“ 使 c(z)=z EM ,其 中 工 ” 
( 户 = 护 z),VEM”, 则 cv 为 g 中 中 的 同 态 , 称 为 M 到 M” 的 标 
准 同 态 . 当 vc 为 同 构 时 , 称 M 为 自 反 模 (reflexive module); 当 o 为 单 
同 态 时 , 称 M 为 半 自 反 模 (semi 一 reflexive module) ,又 称 为 缺 挠 模 
(torsionless module) . 缺 挠 模 与 无 挠 模 是 不 同 的 概念 ,应 注意 区 分 .对 
Z 一 模 (Abel 群 ) 而 言 , 缺 挠 模 必 为 无 挠 模 ,但 反 过 来 不 对 .可 以 证 明 : 
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对 无 零 因子 交换 环 ( 整 环 ) 上 的 有 限 生 成 模 ,二 者 是 等 价 的 .还 可 证 
明 . 对 一 般 环 上 的 模 M,M ” 必 是 缺 挠 模 ; 在 整 环 上 ,如 果 M 平坦 ， 
则 M 一 定 无 挠 . 欲 知 其 详 可 参看 [N,73]. 
从 定义 1 可 得 8 吕 正 合 列 
0—T(A)>> A—> A/T(A)——0 (1) 
容易 看 出 A/T(A) 为 无 找 模 . 因此 , 任 一 个 RR 一 模 都 是 其 挠 子 模 按 一 
个 无 挠 模 的 扩张 (这 里 将 上 节 对 短 正 合 列 定 义 的 扩张 移 用 到 模 上 ). 
另 一 方面 , 若 对 任意 的 fE Homr (A,B), 定 义 
T(f)=firo(f 在 T(A) 上 的 限制 同 态 ) 
则 可 看 出 :下 : 吸 一 p 邓 为 一 个 共 变 函 子 , 称 为 挠 函 子 (torsion 
functor ) 
下 面 均 设 R 为 无 零 因 子 交 换 环 , 即 整 环 (domain). 记 Q 为 尺 
的 商 域 ,K=Q/R. 由 
Q IQI, VI R 
qcoi 一 ~ di 
知 QEFlate 驶 ( 见 上 章 $3), 据 此 我 们 可 证 
命题 3 设 民 为 整 环 ,AEg 员 为 挠 模 , 则 
Tor(K,A)A 
证 对 下 正 合 列 用 维 数 转移 法 . 


O0—— RR — Q— KK——0 (2) 


站 长 正 合 列 
Tor(Q ,4 ) 一 -一 TonCK ,4 一 一 RQ4 一 9G4 
中 ee Flatem | | 4 为 找 模 
0 A 0 
由 此 知 有 ca 使 


Tor; (K ,A)~A 
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下 证 此 同 构 为 自然 的 . 设 BE 吸 ,FEHoms(A,B). 由 连接 
同 态 9 的 自然 性 即 得 交换 图 
9 


Tori(K,A)—— oi» A 


"| 


Tor (K,B) 一 一 一 一 8 
， 8 


由 此 即 得 34 的 自然 性 ， : 口 
命题 4 设 尺 为 整 环 , 则 
Tor:(K,A)=0, VAErM, n>2 
证 仍 对 (2) 用 维 数 转移 法 : 
Tor,(Q,A)—>Tor, (K,A)—>Tor, 1(R,A) 正 合 


|| QE Flatr mt | RE Flatr Mm 
0 0 
由 此 知 Tor ( 开 ,4A)=0,VY7 之 2. 。 口 
命题 5 设 尺 为 整 环 ,A 为 无 挠 RR 一 模 , 则 、:，. 


Tort (K,A)=0. 
因此 2 
To (K, A)= 0, nil 本 
证 由 上 章 $2 知 ， A 必 可 赚 入 到 一 一 个 内 射 RR 一 模 到 中, 即 
有 i:A > EE. 由 于 A 为 无 措 模 ,i 必 诱 导 一 个 单 同 态 . 
i:.A En E/T(E)=V 

但 内 射 模 必 为 可 除 模 (上 章 $2), 可 除 槛 的 南 模 也 是 可 除 机 因此 
VEDivr MM. 

我 们 先 证 VE o 员 ， 即 洲 为 Q( 域 ) 上 的 线性 空间 . 事实 上 , 任 
取 0 关 rER,eEE, 由 EEDivg 驶 知 , 必 有 zxzEE 使 rr =e. 若 又 
有 zxiE€EE 使 rrl =e. 则 r(x 一 xi)=0, 于 是 x 一 x1€ET(E). 由 此 
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知 ,对 任意 的 v€E V,0 隆 rER, 必 有 了 唯一 的 yEV 使 ry= wv, 即 ， 
二 w 是 可 定义 的 .从 而 对 任意 的 了 EQ,0 关 rE R,sER,v 也 有 


定义 .容易 验 知 ,对 这 个 运算 VE oN. 
由 VEo 观 知 (注意 Q 为 域 ) 
veQ. 
但 QEFlatr 驶 ,因此 VE Flatr 观 .于 是 对 正 合 列 
0—>A—>V—>V/A—>0 
用 维 数 转移 法 得 正 合 列 : 
Tor (KK,VIA) 一 >Tor (K,A) -Tor (K,V) 


| 命题 4 | ve FlatrM 
0 0 


故 Tor® (K,A)=0. 加 

由 命题 3 前 的 分 析 与 本 命题 之 证 ,事实 上 我 们 已 经 得 到 如 下 
推论 ， 

推论 5 设 尺 为 整 环 , 则 

(i) R 的 商 域 QE Flati 对 

(ii) 任何 无 挠 R 一 模 都 可 栎 入 到 一 个 Q 上 的 线性 空间 中 ; 

(过 ) 任何 无 找 R 一 模 都 可 能 入 到 一 个 平坦 R 一 模 中 . 

将 命题 3 改进 ,我 们 可 得 

定理 6 设 尺 为 整 环 , 则 

Tor (K, 一 ) 守 T 
证 对 (1) 用 维 数 转 移 法 得 正 合 列 
Tor, (K, AIT(A)) Tor (K, ,T(A)) Ton (kK, 4) 


| 命题 4 
和 TAY 


toe (KAITCA)) 
| 全 是 5 


34 全 本山 图 丁 108 人 久 共 应 用 2 了 7/ 


因此 Tor ( ,4A) 僵 下 CA) .自然 性 是 显 见 的 . DD 

现在 ,我 们 耐心 地 分 几 步 证 明 如 下 的 重要 结果 . 

定理 7 设 民 为 整 环 , 则 对 任意 的 A,BEEk 吕 ,Tor (A,B) 
必 为 挠 模 , 其 中 ”之 1 为 任意 正 整 数 . 

证 (1) 设 B 为 挠 模 , 来 证 Tor,(A,B) 对 任意 的 过 0 及 
A Erk 骂 , 均 为 挠 模 . 

n= 二 0 时 由 一 切 5€B 均 为 挠 元 素 ( 即 有 0 了 rER 使 rb =0) 
知 ,aCop8 为 挠 元 素 , YaEA. 因 此 

Tor, (A,B) 二 AB 

为 挠 模 . 

= 工时 , 取 正 合 列 

0 一 ~ 和 一 一 P 一 -~4 一 一 ~0 

其 中 PEPR 吸 ,得 正 合 列 


3 
Tor: (P,B)——Tor (A,B)—>NOYB 
| PEPrMm 
0 


由 此 知 ,3 为 单 同 态 . 因 B 为 挠 模 ,由 上 证 知 NoOB 为 挠 模 . 于 是 由 
9 的 单 性 知 Tor, (A ,B ) 为 挠 模 . 
"用 下 述 的 正 合 列 经 分 析 即 妇 纳 地 证 出 了 ( 工 ) 


Tri(CP， B) Test4， B) 一 ~Tar， (N,B)~Tor (P,B) 
| PE PrM 挠 模 | pEPim 
0 (归纳 假设 )0 
( 卫 ) 设 A,CEk 呐 为 找 模 且 


ABC 


在 B 处 正 合 , 则 B 也 为 找 模 . 
为 证 此 , 任 取 5EB ,来 证 5 为 挠 元 . 
中 车 f.(5)=0, 则 5E€EKerf,=Imf 有 >ja€A 使 5= (a) 
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二 人 30 关 ER 使 ra =0=>xmwb = 万 (7a)=0 一 5 为 挠 元 . 

(ii) 若 户 (6) 天 0, 由 - 户 (0)=cEC = dO0zFr ER 使 ri c 
=0 二 所 (ri165)=ric=0 = 二 >rib 为 挠 元 一 > 0 为 挠 元 . 

(1) R 为 整 环 

〈 亚 ) 定理 的 证 明 . 

n 三 1 时 

(i) 铬 B 为 无 挠 模 , 则 Tor, (A,B) 为 挠 模 .- 

用 命题 5 的 证 法 , 知 有 VEo 台 成 纲 正 合 列 

0 一 ~ 也 一 ~V 一 ~V/B 一 ~0 

于 是 有 正 合 列 

Tor,(A, V/B)—>Tor, (A, 也 ) 一 ~Tor (A,V)=——0 


VE Flatp WM 
因此 9 为 满 同 态 . 

由 B 为 无 找 模 知 ,可 取 V =a。《B), 于 是 对 任意 的 vw€V, 有 7 
ER 使 rrEB, 从 而 V/B 为 找 R 一 模 . 故 由 ( 工 ) 知 Tor,(A,V/B) 
为 挠 RR 一 模 . 

但 9 为 满 同 态 , 于 是 

Tor (A, B)TTontA, V/B)/Kerd 
也 是 挠 RR 一 模 . 
(ii) 任 取 了 BE 吸 . 在 (i 的 基础 上 证 明 Tor (A ,B) 仍 为 挠 模 . 
事实 上 ,由 正 合 列 
0 一 >~T13B 一 ~B 一 >~B1TB 一 >0 
得 正 合 列 ， 
Ton (4 ,TB) 一 ~Tor(A,B) 一 ~Ton(A,B1TB) 

由 TB 为 挠 尺 - 模 ,用 ( 工 ) 知 Tor(A,TB) 也 为 撕 尽 - 模 . 由 
B/TB 为 无 挠 模 用 (i) 知 Tor (4A,B/TB ) 为 挠 模 . 因 此 再 用 ( 开 ) 即 
知 Tori(A,B) 为 乒 民 一 模 , 用 归纳 法 妈 西 证 出 定理 . 国 

从 定理 6 与 定理 7 足 可 看 出 函 子 Tor 命名 的 含意 . 
-仿照 上 节 Ext 的 公理 化 ,也 可 给 出 Tor (A ,一 ) 的 公理 化 形 
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式 : 
设 {T, |n 之 0| 为 正 的 共 变 沙子 列 , 则 


(1) {|} 是 强 连接 的 
rt lo To 二 A 的 一 ,对 某 一 个 AEs 
(3) T, (P)=0,V PEFreer M,n 宇 1 
对 整 环 R 上 R 一 模 的 找 函 子 工 ,可 证 其 右 导 出 函 子 为 


其 中 K = Q/R,Q 为 R 的 商 域 . 
下 面 我 们 介绍 Tor 王子 与 弱 维 数 的 关系 . 
定义 2 设 
>F, FF pF —>A—>0 
为 AE Nk 的 平坦 分 解 , 则 称 Y= Kerd; ,j 之 0 为 A 的 第 nn 个 思 
(yoke). 
显然 , 合 冲 K, 是 斩 ,但 反 过 来 不 一 定 . 而且 对 斩 已 没有 类 似 
于 Schanuel 引 理 那样 的 结果 . 
例 1 设 R=Z,K=Qj/zZ .由 推论 5 知 Q EPlatz 吸 .又 由 上 
节 命 题 2 知 ,自由 Z 一 模 的 子 模 也 是 目 由 Z 一 模 .因此 K 有 两 个 平 
坦 分 解 ; 
0 一 一 2 一 一 人 Q 一 一 天 一 0 
0 一 ~S 一 ~F 一 ~K 一 ~0 
其 中 FE Freez 吸 , 且 是 无 限 生 成 的 (否则 K = Qj2Z 将 是 有 限 生成 
Abel 群 .由 有 限 生成 Abel 群 结 构 定 理 知 ,这 不 可 能 ,因为 天 是 可 
除 Abel 群 . 同 理 知 Q 作为 Z - 模 必 不 是 有 限 生成 的 ). 此 时 QZ 全 下 
当然 是 自由 Z 一 模 . 但 Q 不 可 能 是 投射 Z 一 模 (否则 必 为 无 限 生成 
自由 Z 一 模 , 因 此 有 基 元 素 q: 和 天 9q: 是 Z -线性 无 关 的 .但 对 Vgi， 
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qzEQ ,显然 有 al,azEZ 使 clol+azgqz=0, 引 出 矛盾 ). 故 Z 由 
F 二 SQ 不 可 能 成 立 . 从 而 不 可 能 有 类 似 于 Schanuel 引 理 的 结 
果 . 因 此 ,处 理 平坦 维 数 不 能 用 处 理 投 射 维 数 、 内 射 维 数 的 一 些 办 
法 .但 我 们 仍 可 证 明 我 们 需要 的 一 些 类 似 结 果 . 

定理 8 设 AE 观 p . 则 下 述 各 点 是 等 价 的 . 

(i) Hd(A)<n; 

(ii) Tom;;(A,B)=0,YV BErM,j>1; 

( 首 ) Tor,(A,B)=0,YBE.M; 

(iv) 在 A 的 任意 平坦 分 解 中 ,YY,_1€ Flat9x. 

证 () 过 (让 :由 上 节 知 Tor,;;(A,B) 与 A 的 平坦 分 解 之 选 
取 无 关 . 又 由 本 章 $2 命题 2 之 证 知 ,该 命题 对 平坦 分 解 ( 用 { Y, | 
代替 那里 的 {K, |} ) 仍 成 立 . 因此 (Gi) 二 (让 成立. 

(ii) 之 (ii) 是 当然 的 . 

(十 ) 过 (iv): 由 于 本 章 $2 命题 2 对 平坦 分 解 仍 成 立 ,我 们 有 

Dom 页 (Y ,8B) VBErM. 


由 推论 1 即 得 (iv). 
(iv) 壕 (i): 由 rfd(A ) 的 定义 即 得 . 口 
由 此 定理 立 得 如 下 推论 . 
推论 6 rfd(A)=inf{n|Tor®,(A,B)=0,YV BE.MI 
=inf{n|Tor®,,(A,B)=0,YV BEgM,j>1| 
定理 9 设 尺 为 任意 环 , 则 下 述 各 点 等 价 : 
(i) rWD(R)<n; ~ 
(ii) IWD(R)<n; 
(证 ) TorR (A,B)=0,YV AEM: ,BErM. 
因此 ,rWD(R) =IWD(R). 今 后 不 再 加 以 区 分 ,统一 地 记 为 
WD(R), 称 为 R 的 弱 维 数 (weak dimension). 
证 ”由 定理 8 即 得 . 国 
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定理 10 对 任意 环 R， 
WD(R)<min{LD(R),rD(R)| 

证 ”由 定理 9 注意 投射 分 解 必 为 平坦 分 解 即 得 . 图 

推论 7 若 Ext&t(A,B)=0,VA,BERk 观 ,或 VA,BE Mr， 
则 

Tom (C,D)=0,Y CEMr ,DERM. 

证 由 上 节 推 论 3 与 本 节 推 论 6, 用 定理 10 即 得 证 . 品 

为 了 简化 WD(R) 的 计算 ,我 们 先 证 

命题 6 BEFlat MOTor (R/T,B)=0,Y TI- R 
其 中 1] R 表示 1 为 R 的 右 理想 ; 

BE FlaMr OTor (B, R/T) =0,y TI- 一 R ,其 中 1 -一 尺 表 
示 了 为 R 的 左 理 想 . 
” ”证 只 需 证 第 一 个 结论 ,第 二 个 结论 之 证 是 类 似 的 . 

V1 RR, 有 驶 g 正 合 列 

0—I—>R——R/I—>0 

于 是 有 长 正 合 列 

-Tor (RII1,B)——>I1®B 一 =-RQB —>R/I®B 一 ~0 
由 上 章 $3 定理 7( 用 于 x 呐 ) 即 知 Ton (R/T,B) = 0, YT- Re 
BE Flatr WM. L 

定理 11 对 任意 环 尺 ， 

WD(R)= ,sup rfd(RIT)= "RN) 


ld(N ) = sup lfd(M ) 


VR NC Y ME.g. MM ) (7) 
证 ”用 命题 6, 仿 上 节 定 理 12 之 证 即 得 . [L 
现在 我 们 来 看 看 定理 10 中 的 不 等 式 何 时 成 为 等 式 . 为 此 , 回 
忆 一 下 Noether 环 的 概念 .我 们 称 一 切 左 ( 右 ) 理 想 都 是 有 限 生成 
的 环 为 左 ( 右 )Noether 环 . 容易 证 明 它 们 的 下 述 特 征 性 质 . 
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命题 7 环 尺 是 左 ( 右 )Noeether 的 包 任 何 有 限 生 成 的 左 ( 右 ) 
R 一 模 的 子 模 都 是 有 限 生成 的 . 
证 二 ; 注意 R 是 循环 左 R 一 模 , 即 知 这 是 当然 的 . 
之 : 设 M=R<z…z >Ef.g' 叫 ,S<M. 用 归纳 法 来 
证 SGEf.g.g 吸 即 可 . 
三 1 时 ,有 正 合 列 
0 一 ~ 一”R 一 M 一 ~0，T- R 


于 是 M 二 R/T. 因 此 有 I/ 一 RR 使 S$ 二 J/I. 由 J 是 有 限 生成 的 
即 知 S 也 是 有 限 生成 的 . 即 n=1 时 欲 证 的 结论 成 立 . 

设 n>1 且 由 一 1 个 元 素 生 成 的 左 RR 一 模 之 一 切 子 模 都 是 
有 限 生成 的 . 取 M” = Rz,. 则 M/M 由 nn 一 1 个 元 素 zi ,zz ，…， 
Zi(zZi=Zi+M) 生 成 .显然 有 正 合 列 

0 一 ~S 门 M -~S 一 ~S/(S 门 M ) 一 >~0 
(S+M’)/M <MI/IM 

因此 SfiM<M 与 S1(S[(1M ) 达 MI/M 都 是 有 限 生 成 的 .从 而 
S 也 是 有 限 生成 的 . [ 

由 命题 7 立 得 对 右 Noether 环 相 应 结果 也 成 立 的 下 述 推论 . 

推论 8 设 尺 为 左 Noether 环 ,MEf.g.g 吸 , 则 

(i) AM 有 由 有 限 生成 投射 模 组 成 的 投射 分 解 ,也 有 由 有 限 生 
成 平坦 模 组 成 的 平坦 分 解 ; 

(i1) f.g.rM=f.p. rN; 

(ii) f.g. Pr M=f.g. Flatr M. 

证 (i) 是 显 见 的 (这 里 未 要 求 分 解 长 度 是 有 限 的 ). 

(ii) 由 上 章 $3 推论 5 即 得 . 

( 诈 ) 由 (这 与 上 章 $ 3 命题 9 即 得 D 

至 此 ,我 们 可 得 Noether 环 中 弱 维 数 与 整体 维 数 的 重要 关系 ， 
即 
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定理 12 (M. Auslander) 

(i) 设 R 为 左 Noether 环 , 则 WD(R)=ID(R) 入 rDCR ); 

(ii) 设 R 为 右 Noether 环 , 则 WD(R)=rD(R)<ID(R). 

证 由 和 定理 10 与 推论 8 即 得 . [ 
注 2 定理 12 已 有 一 个 很 好 的 推广 形式 : 

设 环 R 的 一 切 右 理想 都 是 汉 , 生成 的 ( 污 _1 =f.g.) 则 rD(R) 


<WDCR)+72+1. 有 兴趣 的 读者 可 参看 1973 年 B.L. Osofsky 的 
专著 [Os,73]. 


WD(R ) 是 度量 R 与 弱 维 数 为 0 的 环 之 间 的 差距 的 同调 不 变 


量 .而 弱 维 数 为 0 的 环 类 在 理论 上 与 应 用 上 都 是 十 分 重要 的 .我 们 
用 下 述 定理 来 刻画 此 类 环 以 结束 本 节 . 


用 一 个 广义 北条 件 先 给 出 如 下 定义 . 
定义 3 设 环 RR 满足 :YrER, 必 有 rr ER 使 rr=r( 即 y 


有 (1) 一 广 闵 逆 ), 则 称 RR 为 (von Neumann) 正 则 环 (VN 正则 环 ). 


现 来 证 明 ;WD(R)=0 的 充 要 条 件 是 R 为 正则 环 ,同时 给 出 


一 些 重要 的 特征 刻画 . 


Re; 


定理 13 对 任意 环 尺 ,下 述 各 点 是 等 价 的 : 

(1) k= Flats 观 , 即 ,一 切 左 R 一 模 都 是 平坦 模 ; 
(2) Vr€ER,rErRr; 

(3) R 为 VN 正则 环 ， 

(4) R 的 一 切 左 主 理想 都 是 R 的 直 和 项 ; 

(5) R 的 一 切 有 限 生成 左 理想 都 是 R 的 直 和 项 ; 
(6) V IAR, 必 有 香 等 元 e =eE€R 使 1= Re; 


(7) V Ra(R 的 左 主 理想 ), 必 有 和 寡 等 元 e =eER 使 Ra = = 


(8) WD(R)=0; 
(9) YrER, 必 有 xER 使 rrr=r 有 目 zxrzx=xz, 即 ,R 的 每 一 


元 素 都 有 (1,2) - 广义 逆 . 
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(7)” (7) 中 左 改 为 右 , Ra , Re 改 为 aR ,eR ,j=1,4,5,6,7. 
证 由 于 (2) 是 左右 平等 的 ,因此 只 要 证 明 前 九 点 的 等 价 性 . 
(1) 二 (2);: 只 需 证 (1) 二 (2). YrER, 必 有 正 合 列 
0—rR—R——R/rR—0 
由 rRE Flaths 用 上 章 $3 定理 9 知 ; YI--] R, 必 有 
(rR)I=rRIIRI=rRNI 
取 了 = Rr 即 得 (注意 rRRr = rRr ,rErR Rr)rErRr. 
(2) 二 (3) 是 显 见 的 . 
(3) 二 (4): 由 r=rrr 知 
(rr)(rr)=rr=e=e*€ER 
且 1k=e+(1lr 一 e),e(lr 一 e)=0, 由 第 一 章 §$6 例 4 知 
R= ReDR(l1r -ee) 
但 Re= RrrC 竹 Rr, 又 r=r(rr)=re, 于 是 Rr 性 Re, 故 Rr = Re. 
这 就 证 出 了 (4). 
(4) 二 (5); 由 归纳 法 只 和 需 证 :T= Rri + Rr, 为 R 的 直 和 项 . 
事实 上 ,由 (4) 有 R= Rr 中 帮 , 因 此 lk =e+(lk 一 e),e€ 
RriC 和 I. 从 而 知 Rr = Re,e*=e. 又 rr,=re+r,(1r 一 e), 因 此 
Rr CRre+Rr (Le 一 e), 于 是 
T= Rri + Rr,CRet+ Rr,et+ Rr,(lr —e)= Ret Rr,(1r 一 e) 
但 r,(1lg 一 e)==r, 一 re ETI( 注 意 7r,eET), 故 
I= Re + Rr, (lr ~ e) 本 Re+ Rf,fF=fER 
令 g=et+(1lr 一 e)f, 则 由 
Rr,(lr ~-e)= Rf>fe=0—>f(1lr ~-e)=f 


于 是 有 
g =e’+(lr—e)f(lr—~e)f+(lr—~e)fe=e*+(1lr—e)f=g 
因此 Rg 为 R 的 直 和 项 ,下 面 只 需 证 I= Rri + Rr = Rg .事实 上 ， 
eg =e>Rri= ReCRg 
fe=fet+f(lr-e)f=f =f/>RICReg. 
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因此 I= Re+ RfCRg. 但 g=et+(1lrg 一 e)fET, 故 1T= Rg. 

(5) 过 (6) 是 显 见 的 . 

(6) 二 (7) 是 当然 的 . 

(7) 过 (6) 二 (5) 已 由 上 面 (4) 过 (5) 之 证 看 出 ,因此 (5),(6)， 
(7) 是 等 价 的 .下 证 (5) 过 >(1) 即 知 前 七 点 等 价 . 

(5) 二 (1): 只 需 证 : V MErM,IAR, 


I@ M— ->IM 


2 Om > 2 im; 
为 单 同 态 . 


设 > im =0. 令 (和 六 =J< 尺 .由 (6)( 与 (5) 等 价 ) 
知 , 有 e =eER 使 J=eR, 因 此 有 z， 使 i = ex; 二 el(ex;). 于 是 


> i Wm; = > e(er; )m, = > eV (er; )m, 
= 之 eiim; = el 之 ， im; =0 
即 w 必 为 单 同 态 . 
(8) 仿 (1) 是 已 知 结果 . 
(9) 二 (3) 是 当然 的 .下 面 只 需 再 证 (3) 二 (9). 
(3) 二 (9); 设 r=rr7r, 取 z=rrr , 则 
rer=rrrrr=rrr=r 
zrri=rrrrrrr =rrrrr =rrr 一 并 [ 
正则 环 ( 即 (1) 一 广 闵 逆 环 ,也 即 (1,2) 一 广 闵 逆 环 ) 的 常见 例 
子 是 域 上 的 矩阵 环 下 ", 更 一 般 的 例子 见 本 节 习 题 3. 


习 题 3.4 


1. 设 R 为 整 环 ,Q 为 R 的 商 域 ,K = QI/R. 
(1) 证 明 : 对 任意 的 AEk 纲 , 必 有 k 缴 正 合 列 
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0—TA—A—QHA—KOA—0 

(2) 证 明 :AEk 员 为 找 模 SQe9A=0. 

(建议 :从 正 合 列 0 一 一 R 一 >Q 一 >K 一 >0 和 人手). 

2. 证 明 下 述 各 点 是 等 价 的 : 

(1) V I<IR ,TE Flate WM 

(1)" VIR ,TE Flate; 

(2) WD(R)<1; 

(3) Tor (A,B)=0,Y AEM.,,BErM. 

3. 设 R 为 (Artin) 半 单 环 , MER 跌 .证 明 EndRM ! 必 为 VN 正 
则 环 . 


835 泛 系 数 足 理 及 其 应 用 


Mr 中 复 形 区 的 同调 模 瓦 , (K ) 事 实 上 可 看 作 是 
H.(K)~H,(K@ R)H, (K )O R 
其 中 COR 表示 一 COR 作用 于 区 所 得 的 复 形 .因此 , 当 AE 
Freeg 吸 , 即 A 二 REw 观 ,时 
H, (KW A)H, (KW ILR) 二 HH, (I (KO R)) 
i IH, (KOR)~H, (K )COA 
当 R 为 除 环 ( 比 如 域 ) 时 ,此 同 构 对 任意 的 A Ek 啤 都 成 立 ， 即 了 H， 
(K ) 通 过 多 在 R 中 取 “ 系 数 ” 可 归 为 在 A 中 取 “ 系 数 ”. 这 就 是 所 
谓 泛 系 数 .遗憾 的 是 ,对 一 般 的 环 R 及 一 般 的 模 A 上 述 同 构 并 
不 成 立 . 因此 对 一 些 常 用 的 环 类 ,寻求 它们 之 间 的 差距 就 成 了 一 个 
有 意义 的 问题 .在 历史 上 先 研究 Z 上 ,进而 研究 PID 上 的 这 一 问 
题 , 现 已 有 下 面 的 重要 定理 . 
定理 1 (同调 泛 系 数 定理 , universal coefficient theorem for 
homology). 设 ID(R) 三 1( 即 R 为 右 遗 传 环 , 比如 2Z ,PID),A 
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ER 吸 ,( 民 ,Gd) 为 投射 Mg 复 形 ( 即 一 切 K, EP 吸 。 的 复 形 ), 则 
有 可 裂 正 合 列 (可 和 裂 性 未 必 自 然 )， 
0O—H.(K)®A,S H, (K® A)L» Tar (H,_(K),A)—>0, 
其 中 ,ww 都 是 自然 的 .因此 
H,(K® A)~H, ( 改 )G ADTor (H,-1(K ),A) 
证 对 任意 的 n, 由 2Z,,B,-1,H-1 的 定义 ( 见 本 章 $1) 得 两 
个 正 合 列 
0——2Z,(K )is. K, (K )%». B,_1(K )——>0 (1) 
0—B,-i1(K)»> 2Z,-1(K-> H,-i(K )——0 (2) 


将 (1),(2) 拼 接 起 来 (K, 4。B,_， > 2，1 合 成 为 K, ->Z,1) 
得 正 合 列 (括号 内 的 KK 均 省 去 以 求 醒 目 ): 

0—Z2, ~ K, ,> H,-1—>0 (3) 
由 KK, EP 员 k ,Yn 及 ID(R) 研 1 知 ,K 的 子 模 Z,,K,-1 的 子 模 
B,-1 都 是 投射 的 .因此 (1) 是 可 裂 的 且 (2),(3) 均 为 人 :的 投射 分 


解 . 记 (3) 给 出 的 本 ,| 之 删 项 投射 分 解 为 L , 则 得 复 形 


i OI d,. I 
A K,WA A 


LOA= ”0 一 ~Z ,COA Z， ;Co94 一 ~0， 
其 同调 模 
H;(L WA)=Tor(H,-1,A) 
其 中 H.,_1=H,-i(K ). 
由 (1) 可 裂 知 i,@I4 为 单 同 态 ,因此 可 设 
Z 4A<K COA 
于 是 有 
Tor(H,_',A)= H'(L A)= Ker(d, OI, )/Im(i, OL, ) 僵 
Ker(d, OI)/2Z, OA 
Torn(H,_,,A) 二 H,_,BAH,(L OA)~Z,_1OA/Im(d, 


Ia) 


c40 多 二 一 站 外 受 此 提现 考 化 


现 考察 KK 的 一 段 
dn+1 dn 
KK, 一 > 人 ,1 
得 
Im(Z eof )<CZ COA<Ker(d BL,)<K,OA 

由 模 的 第 三 同 构 定 理 知 

(Ker(a,®I md, BDI)) (2BAlImn(a,. BI )) 

Ker( d,. Ia )/Z, CA 
由 此 得 带 正 合 行 的 交换 图 

0 ZA/Nm dO Ker (dB) /md 1 Ker (dO) /2.8 4A—0 


Ld 


A i 


A 


0 一 一 一 H,( K)®A 一 二 一 万 K © A) Torn(H,.-'(K ).A)™——0 


而 (1) 可 裂 >Z, 为 *, 的 直 和 项 二 2Z,69A 为 K, 的 A 的 直 和 
ZeA 为 Ker(d, 的 Ia ) 的 直 和 项 


项 —>> 
Z CA4<Kerd ON)<K OA 
-Co94A/Im(Cd cg ) 为 Ker(d Ia )/Im(d,:1O9T4 ) 的 
直 和 项 
二 > 上 图 下 行为 可 裂 的 . 
A,4 的 自然 性 可 直接 验证 . 口 
定理 1 有 许多 重要 的 应 用 .我 们 以 推论 形式 写 出 几 个 来 . 
推论 1 设 X 为 一 个 拓扑 空间 , G 为 一 个 Abel 群 , 则 对 一 切 
1 ， 

H.(X ;G)=H,(S(X)WG))TH, (XVGPTori(H,-1(X), G6), 
其 中 HH,(X)=H,(S(X)),S(X) 为 XX 的 奇异 复 形 (singular com- 
plex) 也 称 为 连续 复 形 . 

证 注意 SCX) 为 自由 Abel 群 复 形 , 即 自由 Z 一 模 复 形 , 因 此 
是 投射 Z -- 模 复 形 .又 rD(Z ) 志 1,GE€z 驶 .由 定理 1 即 得 欲 证 . 口 


9 记 东 至 正 竹 尺 共 记 谢 L42 


注 1 在 代数 拓扑 中 有 一 个 有 趣 的 结果 : 任 给 Abel 群 Au ,A， 
A, ,…, 必 有 一 个 拓扑 空间 和 使 五 ,(X) 僵 A,. 此 外 ,对 一 个 交换 环 
R 的 理想 了 以 及 尺 - 模 M ,容易 验证 
R/TC M 一 ~M/TM 
(r+I)m -> rm+ IM 
为 一 个 RR 一 模 同 构 . 取 M = RI/L,L 一 R, 则 得 R 一 模 同 构 
RIICRIL(RIL)(IT+L)LTRI(I+L) 
由 此 知 
Zn bn 全 wa) 
用 此 结果 以 及 上 节 推 论 4 可 对 大 量 的 拓扑 空间 X 算出 推论 1 
中 右 端 的 两 项 ,从 而 算出 瓦 ,(X;G ) 来 . 
推论 2 设 尺 为 域 , 民 为 R 哮 复 形 , VER 哮 , 则 对 一 切 2 有 
H, (KV)H,(K )OV 
即 ， 
H.(IIK )I[LH,(K ) 
(这 正 是 本 章 § 1 推论 1 的 特殊 情况 ). 口 
推论 3 设 区 为 自由 Abel 群 复 形 . 若 昌 ,-1(K ) 或 A 为 无 找 
Abel 群 , 则 
H. (K A)H, (K )OOA 
证 由 定理 1 知 ,只 需 证 
Tort(H,_(K),A)=0 
为 此 ,我 们 只 需 证 ;无 挠 Abel 群 ( 即 无 找 Z 一 模 ) 必 为 平坦 Z 一 模 . 
事实 上 ,由 上 节 推 论 5 知 ,无 挠 Z - 模 必 可 能 入 到 一 个 平坦 了 
一 模 中 ,由 于 gD(Z ) 二 1,WD(Z ) 委 8gD(L2 ) 委 1 因此 无 挠 Z - 模 作 
为 平坦 Z 一 模 的 子 模 必 为 平坦 的 . 口 
由 此 证 的 启发 ,我 们 顺便 得 一 结果 : 
命题 1 设 尺 为 整 环 , 且 gD(R) 委 1( 即 R 为 Dedekind 整 环 ， 
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如 PID), 则 ME Flatr 的 充 要 条 件 是 M 为 无 挠 尺 一 模 . 

证 ”<=: 仿 推论 3 之 证 即 得 . 

过 :由 MEFlateM 知 ( 见 上 章 §3), 对 任意 的 以 自由 模 下 作 
中 间 模 的 正 合 列 ( 这 种 正 合 列 当 然 是 存在 的 ) 

0—K—F—M—*0 (KEF) 
K[(\IIF=IK, VI<JR 

若 有 0 了 关 rER,mEM 使 rm =0, 只 需 证 m=0 即 可 . 

事实 上 , 由 9 为 满 同 态 知 必 有 xzEF 使 p(xX)=m. 于 是 
p(rr)=rm=0. 由 此 知 , riEK[IrFCK[I(rR)F= (rR)K= 
r 玉 . 即 有 RE 天 使 rzr= 状 , 即 r(z=-R)=0. 所 以 由 过 一 RE 下 ,下 
为 目 由 R 一 模 , 以 及 R 无 零 因 子 即 知 z=kEK, 从 而 m= 9p (zz) 
=0. [| 

注 2 ”上 证 的 “一 部 分 事实 上 已 证 出 :对 无 零 因 子 环 (未 必 为 
交换 环 ) R ,平坦 R - 模 必 为 无 挠 的 . 又 ,更 一 般 地 可 证 : 若 R 为 
Priifer 环 ( 即 半 遗 传 整 环 ) ,命题 1 仍 成 立 . 

用 反 变 函 子 Homa (一 ,A) 代 着 共 变 函 子 一 BA ,用 定理 1 证 
法 的 对 偶 方 法 可 得 上 同调 的 相应 结果 , 即 

定理 2( 上 同调 泛 系 数 定 理 ,universal coefficient theorem for 
cohomology) ” 设 R 为 右 遗 传 环 ( 即 rD(R) 二 1), (KK ,a ) 为 投射 右 
R 一 模 复 形 ,A€E Ws , 则 有 可 裂 正 合 列 (可 裂 性 未 必 自 然 ) 

0 一 -~ExtR (H,_'(K),A)*» H'(Homx (K ,A))—> Homn 
(H.,(K),A)——0,Yn 
其 中 4 ,px 是 自然 的 .因此 

H' (Homr(K ,A))Homs (万 (K ),A)DExtz (H,_1(K ), 
A),Vn 

由 此 定理 可 得 如 下 有 用 的 推论 . 

推论 4 设 义 为 拓扑 空间 ,G 为 Abel 群 , 则 

H"(X,G)>Homz(H,(X),G)DExtz(H,-1(X),G) 
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其 中 
H'(X,G)=H" (Homz(S, (X),G)) 
证 仿 推论 1 的 分 析 用 定理 2 即 得 . [ 
推论 5 设 尺 为 域 , 民 为 g 吕 复 形 , ER 吸 , 则 
H' (Homr (K ,V)) 玉 Hom (H, (K ),V) 
因此 
H" (Homr (K ,R))H, (K )* 

其 中 “x “是 对 偶 模 (空间 ) 记 号 .上 述 结 果 也 可 表 成 HY (K)* 一 万 ， 
( 开 )” (KK" 称 为 KK 的 对 偶 复 形 ). L 

推论 6 设 区 为 自由 Abel 群 复 形 , 若 H,_1(K ) 是 自由 Abel 
群 或 A 为 可 除 Abel 群 , 则 

H' (Homz(K , A) 二 Homy(H., (K ),A). 

证 由 HH,_i(K )E€EFreeeMCPM 知 Exti(H,_,(K),A)= 
0, 由 AEDivz 视 一 InjzM 也 可 知 Extz(H,-1(K ),A)=0. 于 
是 由 定理 2 即 得 欲 证 [| 

由 上 可 看 出 计算 Ton ,Ext 或 给 出 使 它们 为 0 的 条 件 是 有 应 
用 价值 的 . 

现在 很 目 然 地 要 问 ; 定 理 1、 定 理 2 中 的 RR- 模 A 改 成 RR - 模 
复 形 A 后 ,能 否 得 到 类 似 的 结果 ? 这 当然 首先 要 定义 两 个 复 形 区 ; 
A 的 张 量 积 , 以 及 两 个 复 形 KK ,A 的 Hom( 这 里 不 用 Hom 是 为 防止 
与 K ,A 间 的 链 映 射 集 Hom(K ,A ) 相 混 ). 这 里 的 K 69A 与 Homg 
(有 K ,A ) 都 要 求 是 复 形 ,否则 不 能 定义 它们 的 同调 与 上 同调 . 

先 介绍 分 次 模 与 双 分 次 模 的 概念 . 

定义 1 一 个 左 ( 右 )R 一 模 的 序列 M = {MM,|pEZ| 称 为 分 
次 左 ( 右 )R 一 模 (graded left (right) R 一 module), 记 为 Gr 

若 M={M,} ,N= {NN,} EGxr 观 , 则 模 同 态 列 

f={if,:M, 一 ~N | ，aEZ 

称 为 a 次 的 分 次 模 同 态 , 记 成 f:M 一 >N ,degf=a. 这 里 的 a 是 
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由 了 决定 的 一 个 整数 ,可 正 , 可 负 ,也 可 以 为 0. 
例如 & 吕 上 的 复 形 


C 一 … 一 C， 0, CC, ,> 

就 给 出 一 个 分 次 R 一 模 C= |{C,}, 而 d= {4d,| 为 -1 次 的 分 次 模 
C 的 自 同 态 , 复 形 间 的 链 映 射 可 看 作 是 零 次 的 分 次 模 同 态 . 

此 外 ,同调 模 列 、Ext 列 与 Tor 列 ( 取 定 一 个 变 元 时 ) 都 可 看 作 
是 分 次 模 , 连 接 同 态 则 为 +1 次 或 -1 次 的 分 次 模 同 态 . 

定义 2 一 个 k 驶 (或 现 g ) 的 序列 M= {M1p,q EZ1 称 为 
双 分 次 左 R 一 模 , 简 称 为 双 分 次 模 (bigraded module), 记 为 ME 
BGr M. 

若 M= {M1 ,N= {N, | EBGr 观 ,a ,bEZ , 则 称 ke 骂 同 态 
列 

f= [LA Mo 一 Nt | 
是 双 次 数 为 (a ,5 ) 的 双 分 次 模 同 态 , 记 为 
f:M—>N, bidegf=(a,b) 

容易 看 出 ,Gr 纲 ,BGg 员 都 构成 范畴 ,分 别称 为 分 次 左 RR 一 模 
范畴 与 双 分 次 左 R 一 模范 畴 . 

从 上 面 已 看 出 , 复 形 与 分 次 模 有 密切 的 关系 .现在 对 双 分 次 模 
来 定义 双 复 形 . 

定义 3 设 M={M 1 EBGR 吸 ,dd :M 一 Mbidegd = 
(一 1,0) ,bidegd” = (0, 一 1) 且 满足 

(1) dd wm = 二 0, VY p,qg€2, 即 各 行 (gq 固定 ) 成 复 形 ; 

(2) dd m=0, VY p,q€2 , 即 各 列 (p 固定 ) 成 复 形 ; 

(3) dd m+d’,_1d m= 二 0, Vp,qE2, 即 每 一 方 格 图 
都 是 “ 反 交换 ”的 . 
则 称 M 为 8 中 上 的 一 个 双 复 形 (bicomplex;double complex). 
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注 3 上 述 的 条 件 (3) 可 改 为 

(3)':d’,, 11d» =d wm . 
这 只 要 将 原来 的 d ,都 换 成 (一 1)*d’, 即 可 .对 (3) "而 言 , 它 意味 
着 上 图 每 一 方 格 都 可 换 , 即 上 图 为 交换 图 .但 为 了 以 后 使 用 的 方 
便 , 我 们 仍 用 (3). 

由 定义 3 知 : 双 复 形 即 行 、 列 都 成 复 形 且 每 个 方 格 反 交 换 的 
“二 维 " 复 形 .为 了 计算 同调 ,我 们 需 将 双 复 形 加 工 出 一 个 复 形 来 . 
当然 ,我 们 希望 得 到 的 复 形 比 双 复 形 中 任 一 个 行 ( 列 ) 复 形 更 能 较 
全 面 地 反映 出 双 复 形 的 :“ 内 在 信息 ”. 于 是 我 们 引进 如 下 定义 . 

定义 4 设 M={M, | 为 双 复 形 , 记 

Tot(M),= , 开 Mm 〈 即 沿 "45" 线 " 取 直 和 ) 
d,= >) (dt+dw):Tot(M)。 一 ~Tot(M)，， 


ptg=n 


容易 验 知 d,_14, =0. 因 此 组 成 一 个 复 形 , 称 为 双 复 形 M 的 全 复 
形 (total complex). 记 为 Tot(M). 

注 4 验证 d,_1d =0 时 ,读者 会 发 现 定义 3 中 用 (3) 比 用 
(3) 更 方便 . 

现在 来 定义 复 形 的 张 量 积 . 

定义 5 设 KK = {|K,,d’,| 为 Mr 复 形 ,A = [Ad 为 中 
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复 形 , 令 Mo = K,69A, sd’'m = dOla ,dm=(-1)°Ik, 0d", 
则 M = {M ,qd , ,dw 上 |} 为 双 复 形 . 称 M 的 全 复 形 Tot(M) 为 K 
与 A 这 两 个 复 形 的 张 量 积 , 记 为 KC9A . 即 ， 
(KA),.=1 K,0A, 
d,.:(KOOA ), —*(K COA ) -1 
k,a, -~ (d’,(k,)a, +(-1)%,Wd”, (a,)) 


例如 对 MEM,, NE, WM 的 删 项 投射 分 解 所 成 的 复 形 防 应 与 
Ps ,可 用 定义 5 得 PHAGOPA . 这 一 复 形 来 自 "第 一 象限 ” 双 复 形 (p 
<0 或 g<0 时 MM =0 的 双 复 形 M = {MM ,d ,d | 被 形象 化 
地 称 为 第 一 象限 双 复 形 , 同 样 地 可 定义 第 二 、 三 、 四 象限 双 复 形 ). 
因此 ， 

(PaCOPR )， = 开 了 ,09Q，。 (P,Q 分 别 为 Pa 与 Ps 中 的 投 
射 模 ) 都 是 有 限 直 和 

复 形 张 量 积 的 概念 也 是 来 自 拓扑 学 . 在 拓扑 学 中 Eilenberg 一 
Zilber 定理 断言 : 若 X,Y 为 拓扑 空间 ,SC(X),S(Y) 各 为 它们 的 
奇异 复 形 , 则 

H,(XxY)~H.,(S(X)WS(Y)) 

右 端 出 现 的 就 是 复 形 的 张 量 积 . 

类 似 地 可 定义 Homr (区 ,A ) 如 下 . 

定义 6 设 K = |K,,d’,1},A = |A,,d”,|} 均 为 对 ( 或 Mg ) 上 
的 复 形 , 令 (为 照顾 HomR (一 ,A, ) 的 反 变性 ,用 KK_, 代 KK,) 
M, =Homi (K-,,A,) 
d’, =(d’_ ,11)° :Homa (K_,,A,)——>Homg (K.,,1,A,) 
d=(—1)?" (d),. :Homr(K-,,A)—>Homr(K_,,A,_1) 
则 得 双 复 形 

M= {M,,d’m, dm!| = {Homr (K.,, A,),(d’_,+1)”, 
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(-1) 六 (da | 
记 MM 的 全 复 形 为 
Homr(K ,A)= {Homer (K ,A ), ,| 
其 中 
Homer (K ,A ), = 1 Homa(K-, , A, ) ( = I Home (K, ,A, )) 
= HHome(K, , Ap+n) 
D, :Homr(K ,A),.——>Homr(K ,A ),_i 
f=(fu)"> D,(f)= (gn) 
gm:K-p— >As(p+q=n—1) 为 
Bpe 一 (一 1)* fori,ad -» + d +1fovat!l 
事实 上 ,可 以 验证 
D.=(-1)" I (d’m+d’m) 
注 5 对 听 g 上 的 复 形 A ,g 吸 : 上 的 复 形 B , 园 。 上 的 复 形 C， 
可 证 复 形 的 伴随 同 构 定理 
H oms (AcB ,C )H omr (A ,Homs (B,C )) 
对 g 骂 上 的 复 形 A ,s 踊 gp 上 的 复 形 B ,s 嘱 上 的 复 形 C , 类似 
地 有 
Homs (BC A ,C ) 和 二 Homr (A ,Homs (B,C )) 
上 面 介绍 的 概念 与 方法 是 谱 序 列 (spectral sequence) 理 论 的 基 
础 .有 了 上 述 准 备 , 即 可 介绍 泛 系 数 和 定理 的 推广 形式 一 一 Kiinneth 
定理 (在 代数 拓扑 中 Tor(A ,再 ) 常 记 为 A * B). 
定理 3(Kiinneth 定理 ) 设 民 为 吸 g 上 的 复 形 ,其 循环 Z, 与 
边界 B, 都 是 平坦 的 ,A 为 g 踊 上 的 任 一 复 形 , 则 有 得 正 合 列 


0—]_ H,(K)@H, (A)—H, (K @A)— HTor 
(H,(K),H,(A))——0 
其 中 a:[k][aj~[kCOaj],YVkAEZ,(K ),a€EZ,(A),|[ |] 表 同 
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调 类 . 

此 外 ,上 述 的 a,B 对 KK ,A 都 是 自然 的 . 

作为 定理 3 的 应 用 ,我 们 可 证 明 如 下 结果 . 

推论 7(Kiinneth 张 量 积 公 式 , Kiinneth tensor formula) 

设 区 为 过 . 上 的 复 形 ,Z,(K ) 与 日, (K ) 都 是 投射 的 , 则 对 任 
意 的 g 吕 上 的 复 形 人 与 2 有 


I _H,(K)®H,(A)SH, (KOA) 
其 中 a :如 定理 3 中 所 示 . 

证 由 昌 ,(K ) 投 射 知 

0—>B,(K)—Z,(K)—H,(K)——0 
为 可 裂 正 合 列 , 因 此 B, (K ) 为 Z, (K ) 的 直 和 项 .于 是 由 Z, (K ) 
是 投射 的 知 B, (K ) 也 是 投射 的 .由 此 知 它们 都 是 平坦 的 ,又 由 
H, (KK ) 投 射 知 z 
Tor (H, (K ),H. (A ))=0, Vp,g 

故 由 定理 3 即 得 欲 证 . 图 

推论 8 (代数 拓扑 中 的 Kiinneth 定理 ). 

设 REPID( 比 如 2Z ) ;KK ,A 为 : 吕 上 的 复 形 ,日 KK ,A 之 一 为 
平坦 的 ( 即 由 平坦 模 组 成 的 复 形 ), 则 有 定理 3 中 的 可 和 裂 短 正 合 列 ， 
且 a,B 为 自然 的 (可 裂 性 未 必 自 然 ). 

证 注意 R 为 交换 环 ,当然 有 

KAACK 
因此 不 失 一 般 地 可 设 开 为 平坦 的 . 

由 REPID 知 WD(R) 二 gD(R) 三 1, 因此 平坦 尺 一 模 的 子 模 
仍 是 平坦 的 ,由 此 知 Z, (K ), B, (KK ) 都 是 平坦 的 .用 定理 3 即 得 
证 . [ 

注 6 推论 8 中 如 果 只 有 条 件 “REPID” ,结论 未 必 成 立 ， 

例 1 取 R=2Z,K =Z, =A( 一 个 模 可 看 作 是 平凡 的 复 形 ). 
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\ 


\ =42Z =(《s)， p=1 时 


Z=(t),，p=0 时 
‘| 
0  ，p 关 0,1 时 
及 的 微分 算 子 di 定义 为 ds =2t, 则 


\ H,(K)=H,(K’), Vp 


yy (KOA ) 一 Z, 0H (K 9 全) 

显然 地 , 设 RR 为 交换 环 ,WD(R) 志 1 时 推论 8 中 的 结论 仍 成 
立 . \ 

推论 8 可 被 推广 为 下 述 定 理 . 

定理 4(Kiinneth 同调 公式 ) 设 tD(R) 志 1( 即 R 为 右 遗 传 环 )， 
区 为 听 g 上 的 复 形 且 K 是 平坦 的 ,A 为 g 听 上 的 复 形 , 则 有 自然 的 
正 合 列 ( 即 a,B 为 自然 的 ) 

0—1 H,(K )@H, (A)—*H, KGBA) 一 - 工 ， 
Torf (H, (K ), H, (A))— ~0, 
且 此 列 为 可 裂 的 (可 裂 性 未 必 自 然 ) 

事实 上 ,由 推论 8 之 证 知 定理 4 中 除 可 裂 性 外 ,其 余 结 论 都 可 
由 定理 3 立即 得 出 . 显然 ,定理 4 完全 推广 了 定理 1( 同 调 泛 系数 
定理 ). 

对 偶 于 定理 4, 有 上 同调 的 Kiinneth 公式 : 

定理 5(Kiinneth 上 同调 公式 ) 设 ID(R)<1, 即 R 为 左 遗传 
环 (或 rzD(R) 入 1, 即 R 为 右 遗 传 环 ) ,KK 为 投射 的 * 叫 ( 只 Rs ) 上 的 
复 形 ,A 为 驶 ( 纲 k) 上 的 复 形 , 则 有 自然 的 正 合 列 

0 一 ， ,Extr (H, (K), H(A))—— HF’' (Homr (K,， 
A)— ， 1 “Hom(H, (K ),H.,(A ))——0, 
且 此 列 可 异 ( 可 烈性 未 必 自 然 ). 
由 定理 4 及 交换 环 上 的 在 同 构 意义 下 的 交换 性 与 结合 性 ,用 
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4,B,CER 嘱 的 删 项 投射 分 解 立 得 
推论 9 设 尺 为 交换 的 遗传 环 ,4A\B、CER 吸 , 则 
Tor (4 ,B)G CPTon (4CB， C) 全 AcoTon (B,C) 人 DTorr 
(A, BOC) 
Torr (Tor (A,B),C)Tort (ATor (B,C)) 
由 定理 5, 用 相伴 定理 可 证 下 述 结果 . 
推论 10 设 R 为 交换 的 遗传 环 ,A、B、CEE 观 , 则 
Hom (Torm (A ,B),C)ODExtr (4CB ,C)Homer (A ,Ext 
(B,C))PDExte (A,Homr (B,C)) 
Exth (Tort (A,B),C)~Exti (A,Exti (B,C)) 
本 节 中 的 上 述 结果 都 是 代数 拓扑 中 相应 结果 的 推广 ,它们 在 
代数 拓扑 中 都 有 重要 应 用 . 


习 题 3.5 


1. 设 A 为 上 的 平坦 复 形 , 其 微分 为 零 微分 ,C 为 :上 的 复 形 ,证 
明 : 
H, (AWC)(AW H, (C ) )， 
其 中 瓦 .(C ) 表 示 带 零 微分 的 复 形 {HH (C )}. 
2. 用 定理 4 详细 写 出 推论 9 的 证 明 . 
3. 用 定理 $ 详细 写 出 推论 10 的 证 明 . 


第 四 章 谱 序 列 


谱 序 列 (spectral sequence) 是 计算 同调 (上 同调 ) 最 有 力 的 工具 
之 一 ,也 是 论证 同调 性 质 最 简单 的 工具 之 一 .在 某 种 意义 下 , 它 可 
看 成 是 长 正 合 列 的 推广 .此 外 , 谱 序列 还 能 给 出 一 些 有 用 的 正 合 
列 . 

谱 序列 是 1946 年 J]. Leray 对 纤维 从 的 拓扑 研究 中 创立 的 ( 见 
[Le,46]) ,1947 年 由 J.L. Koszul 在 [Ko, 47] 中 首次 地 将 它 代数 
化 ,现在 已 成 为 同调 代数 、 代 数 拓扑 、 代 数 几 何 、 环 论 及 群 论 等 学 科 
的 一 种 有 力 的 工具 .但 尽管 已 有 多 种 谱 序列 “公式 “( 收 敛 式 ) 给 出 ， 
用 作 计 算 或 论证 十 分 简捷 方便 ,遗憾 的 是 , 谱 序列 理论 比较 抽象 ， 
不 易 为 初学 者 接受 .因此 ,本 章 中 我 们 先 从 思想 方法 的 角度 入 手 引 
出 谱 序列 的 概念 ,然后 由 复 形 、 双 复 形 等 通过 过 滤 的 方法 给 出 谱 序 
列 ,再 介绍 Grothendieck 用 复合 沙子 的 方法 给 出 的 谱 序 列 , 最 后 介 
绍 它 的 一 些 应 用 . 

本 章 中 的 尺 ,在 未 加 特别 声明 时 ,总 表示 一 个 有 单位 元 的 任 
意 环 . 


$1 过 滤 与 谱 序 列 


设 C 为 一 个 R 一 模 复 形 ,C .为 C 的 子 复 形 , 则 有 R 一 模 复 形 
正 合 列 
0 一 C 一 C 一 CI/C 一 0 
由 长 正 合 列 定理 (上 章 $1 定理 3) 知 , 必 有 正 合 列 


“>H,(C >H,C)>H, C/IC)—H, (Cc')— 
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H,_ (C/IC')—>:… 
因此 ,由 互 .(C ) 与 互 . (C/C ) 可 给 出 互 .(C ) 的 一 些 信息 .更 一 
般 地 , 若 有 复 形 C 的 子 复 形 升 链 
‘CF? ICCF? CCFICC... (1) 
则 由 互 . (F?C/F?*-!1C ) 可 给 出 五 , (C ) 的 一 些 信息 . 
对 R 一 模 也 有 类 似 的 情况 . 设 MER 驶 ,车 有 M 的 子 模 升 链 - 
CF? MCFMCF?'!MC.. (2) 
我 们 可 由 此 得 一 个 分 次 模 
GreM= {FM/IF* AM | 
这 个 分 次 模 在 相当 程度 上 也 可 给 出 M 的 一 些 信息 .比如 ,可 以 证 
明 如 下 结果 : 
设 f:M 一 M 为 R 一 模 同 态 ,M,M 各 有 子 模 升 链 (2) 与 
“CEMCOM CEM C. 
且 
f(FIM)= ff(M)(I@BM 
则 ff 诱 导 的 分 次 模 同 态 
f:GrM—>GrM 
为 单 ( 满 ) 同 态 的 充 要 条 件 是 f 为 单 ( 满 ) 同 态 . 
大 R 为 整 环 (无 零 因 子 交换 环 ) ,我 们 可 定义 ME k 驶 的 秩 为 
rankM = dimkMCY K 
其 中 KK = Q(R) 为 R 的 全 商 环 (分 式 域 ). 可 以 证 明 , 阁 (2) 为 由 0 
开始 到 M 结束 的 有 限 链 时 ， 
rankM = Drank( FPM/F?* !M) 
由 上 已 不 难看 出 (2) 能 反映 出 M 的 不 少 信息 ,于 是 可 引出 如 
下 的 概念 (可 看 成 拓扑 中 过 滤 概 念 的 移植 ). 
定义 1 设 MER 吸 , 称 M 的 子 模 升 链 (2) 为 M 的 一 个 过 滤 
(filtration). 若 (2) 为 由 0 开始 到 M 结束 的 有 限 链 
0 = 和 NMC…CF MCFMCF?IMC:…CFM=M 
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则 又 称 (2) 为 M 的 有 界 过 滤 (bounded filtration). 

类 似 地 可 定义 群 \. 环 及 R 一 模 复 形 的 过 滤 ( 其 至 一 般 范 畴 中 
也 可 用 子 对 象 定义 过 滤 ). 特别 是 当 了 为 R 的 理想 .MEk 员 时， 
可 由 {PAM 给 出 M 的 一 个 过 滤 ,从 而 给 M 一 个 1- adic 拓扑 . 

现在 设 (1) 为 R 一 模 复 形 C: 的 一 个 过 滤 , 我 们 来 证 明 由 此 可 确 
定 一 个 正 合 三 角形 , 即 

命题 1 设 (1) 为 R 一 模 复 形 C 的 一 个 过 滤 , 则 有 双 分 次 R 一 
模 的 正 合 三 角形 


已“ 一 下 
一 
~、 
SN A (3) 
% 9 


其 中 a、B、Y 分 别 为 双 次 数 是 (1, 一 1),(0,0),( 一 1,0) 的 双 分 次 模 
同 态 , 即 有 下 面 的 正 合 列 
B 


a pA a 
。 一 一 】 ) 一 -一 全) ) 一 -上 一 一 >) ) 一 -一 | ) 一 ”~ ee 9 
力 一 1,9+1 各 加 p-l,g p,q—1 


证 为 简化 记号 ,我 们 记 Fr=F?C , 则 有 R 一 模 复 形 的 短 正 


0O>F?-!->F?-—>F?/F?-!—>0 
由 长 正 合 列 定理 知 有 短 正 合 列 (各 项 分 别 记 为 D,_; ,+ ,DD ， 
FF 等) 
rH (PF 1) SH (FPF?) SH,,, (F?/F?!) 
| 


i 中 
只 -lo+l D» E, 
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于 是 命题 即 证 出 . 图 
这 就 引出 一 个 新 概念 一 一 正 合 偶 . 
定义 2 设 DD,E 为 双 分 次 R 一 模 且 对 有 双 次 数 的 双 分 次 R 
一 模 同 态 a、B、Y 有 正 合 三 角形 


D % D 
E 


则 称 (4) 为 一 个 正 合 偶 (exact couple). 

”显然 地 , 正 合 偶 是 一 个 双 分 次 R 一 模 的 长 正 合 列 , 正 合 偶 的 
对 偶 图 (箭头 改 号 ) 仍 为 一 个 正 合 偶 . 上 面 的 43) 是 一 种 常见 的 正 合 
偶 . 下 面 ,我 们 用 (3) 引 出 谱 序列 的 概念 .为 此 ,我们 由 (3) 先 构 作 新 
的 正 合 偶 . 

第 一 步 . 跳 过 a, 记 d' =px 为 由 7 与 8 合成 的 双 分 次 模 同 态 . 
即 


A 一 1 9 


E, D 
B(0,0) 
dp 
E 


容易 验证 8=0, 因 此 
dd'=(Br)(BY)=B(7YB)Y=0 
于 是 有 同调 模 
H(E,d')= Kerd'/Imd! 
记 
E’=sH(E ,dad!) 
其 中 玉 右 上 房 的 数字 为 肩 码 ,这 是 一 个 双 分 次 R 一 模 , 即 
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FA = kerdn /Imd ,1,6 
而 且 容 易 看 出 d" 的 双 次 数 为 
bidegd’' =(—1,0). 
第 二 步 .将 双 分 次 模 Ima 记 为 D? , 即 
D’=Ima 
由 
bidega = (1, — 1) 
知 ， 
Da = ap-i,ari (D1,0+1) = Imap-1,0+1 CD 
第 三 步 ; 定 义 a? ,PB ,Y (这 里 与 下 面 其 他 文字 的 右上 肩 的 数 
字 都 只 作 肩 码 理解 ,不 表示 “ 方 指数 ”) 得 图 


1 一 一 广 
入 A (5) 
EE? 


由 D?:=ImaCD 知 ,可 定义 


a :=al|y 


显然 
bidegw = bidega = (1, — 1) 
对 任意 的 yED’=Imea ,定义 
Bp (y)=[p  (y)] 
其 中 a '(y) 表 yy 对 a 的 原 象 ,[ ] 表 同调 类 ( 记 住 E*=H(E,d’)). 
详 言 之 , 即 对 任意 的 y E€ D% ,由 bidega = (1, 一 1) 知 , 必 有 
Xp-1,g+1 ED, -+i 使 
yy 一 as-lovrtCZp -Lorly) 


于 是 
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Bm = Bi,otiap atl :yr [Bi(Tp-1,0+1) EE Es-1,0r1 
这 是 一 个 完全 确定 的 双 分 次 R 一 模 同 态 . 事 实 上 ,大 男 取 一 
个 工 'p-1,g+1 全 Ds-1,a+1 使 
y=ap-1ori(T p-1,g+1) 
则 
Zo -lotl 一 ZoorEGkera， 1,0+1 = ImYy 
(此 处 及 以 后 为 化 简 记 号 以 求 醒目 , 常 省 写 足 码 ). 由 此 知 必 有 yE 
巨 使 rz-Z 关 =7Yy(y). 用 8 作用 后 ,有 
B(z-zx’)=BY(y)= di(y)E€E Imd’ 
因此 
[B(xz)]=[B(z’)] 
容易 看 出 
bidegP” =(—1,1) 
再 来 定义 7. 这 只 要 对 任意 的 z,。€ EE ,由 
Ynal zm |= Ym zm) ED, ls 
来 定义 7 :E* 一 D” 即 可 .不 难 验 证 这 也 是 完全 确定 的 ,因为 若 
[z ]=[zj, 则 z 一 z€EImd’', 于 是 有 xz EE 使 z 一 z=4d' (xz). 
由 此 知 
7 [z’—-z]=7Y(z —-z)=Yd'(z’)=7YBy(z )=(7B)7Y(z )=0 
即 
YLz = 六 [zj 
不 难看 出 
bideg 六 = (一 1,0) 
注 1 不 难看 出 上 述 的 构 作 过 程 对 一 般 的 正 合 偶 (ac ,8,y 的 
双 次 数 可 任意 ) 也 是 适用 的 . 
下 面 我 们 来 证 明 这 样 构 作 出 的 三 角 图 的 确 是 一 个 正 合 偶 . 即 
命题 2 (5) 为 正 合 偶 , 称 为 正 合 偶 (3) 的 导出 偶 (derived cou- 
ple). 
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证 我 们 用 图 追 坚 的 方法 来 证 (35) 为 正 合 三 角形 即 可 . 注意 ， 

由 (3) 的 正 合 性 与 %… ,8 ,y- 的 定义 已 容易 看 出 
ImyY:CKera” 
Ima’CKerp 
ImB CKery” 

于 是 只 需 表 证 相应 的 三 个 反问 包含 关系 . 

(i)”Kera*CImY’: 任 取 xED’=Imaea 使 a*zx=ar=0, 则 工 
E Kera = ImY. 于 是 必 有 yEE 使 z= 7Y(y). 注 意 到 ElIma= 
KerB 又 知 

0=B(z)= 有 By(y)=a (y) 
即 yE Kerd: .于 是 由 y* 的 定义 知 z=y*[yj], 即 x €ImyY’, 故 
Kera’ ClImY’. 

(i)”KerP CIma’: 任 取 xED’=Ime 使 pz =0, 此 时 必 有 
yED 使 z=a(y). 但 由 Bxz=[Bz'(z)]=[B(y)]=0 知 B(y) 
EImd' ,于 是 有 wEE 使 

p(y)=d'(w)= BY(w) 
由 此 知 
y—7Y(w)EKerB=Ima=D? 
a (y—- 7Y(w))=a(y-— 7(w)) 


因此 x ElIma’. 故 KerP”* CIma”. 

(证 ) ”KerY*CImpP: 任 取 z=[y]€EFE?=H(E) 使 YY[y]= 
YL[yj]=0, 即 z=[y]EKery’, 则 y€E Kery = Imp8. 于 是 又 必 有 zw 
ED 使 y= PB(w). 但 

Pla(w))=[y]=z 
即 zEImp8. 故 Kery CImp . 口 ] 

由 上 述 构 作 与 结果 ,我 们 可 递归 地 定义 (3) 的 第 >+1 个 导出 

偶 为 它 的 第 ~ 个 导出 偶 


Fa(y)= 工 


史记 和 天 厅 判 
D 


a 
pr 


E 


的 导出 偶 . 用 归纳 法 ,不 难 证 明 下 述 结果 . 


定理 1 设 (D ,Er ,a  ,B",Y ) 为 双 分 次 R 一 模 正 合 偶 (3) 的 
第 ”~ 个 导出 偶 , 则 


(i) bidega’ =(1,—1)=bidega 

bidegB" = (1—r,r—1) 

bidegy7 =(—1,0)= bidegy 
(ii) 令 d"=B'yY 则 bidegd”=( 一 r,r 一 1),d'd’=0 
(ii) FE = Kerdrzl/Imadc 因此 = H(E"!， 
dr-11) 


导出 偶 中 a ,8 7 ,dr 的 双 次 数 可 直观 地 图 示 如 下 ( 标 工 的 
点 表 工 的 双 次 数 ): 
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由 此 引出 谱 序 列 的 定义 ; “ 
定义 3 设 {E',d",r 之 1 为 一 列 双 分 次 R 一 模 ,d'd"=0 且 
E''!'~~H(E’ ,d’)= Kerd’/Imd” 
则 称 {E' ,dr ,r 宇 1} 为 一 个 (R 一 模 ) 谱 序列 ,也 有 时 简 记 为 {FE"”， 
d" | 或 {E”|. 

注 2 有 的 书刊 上 ,在 这 种 对 应 同调 的 谱 序 列 中 将 E” 记 为 
EE, ,EF 记 为 E* ,而 在 对 应 上 同调 的 谱 序列 中 采用 E" ,EF 记号 , 显 
然 这 是 无 关 紧 要 的 . 

注 3 更 一 般 地 ,我 们 可 对 任意 的 Abel 范畴 x 定义 谱 序 列 ， 
现 简 述 如 下 . 

在 wx 中 称 满足 d =0 的 态 射 4: A 一 A 为 A 上 的 微分 , 称 
(A,d) 为 x 中 的 微分 对 象 ,而 称 H(A,d)= Kerd/Ima4 为 (A,d) 
的 同调 对 象 . 

车 x 中 的 微分 对 象 列 EE = {(E”" ,qd" | 满足 

H(FE’,d’)E"'!, n=1,2,… 
则 称 下 为 x 中 的 一 个 谱 序 列 . 
“从 定理 1 与 定义 3 立 得 (这 里 记 E! = EE) 
”推论 1 双 分 次 R 一 模 的 每 一 个 正 合 偶 都 确定 一 个 谱 序列 . 
因此 ,每 一 个 R 一 模 复 形 的 过 滤 都 确定 一 个 谱 序 列 . 

与 分 析 学 中 讨论 序列 的 极限 类 似 , 谱 序 列 理 论 中 也 要 定义 谱 
序列 的 极限 项 .所 不 同 的 是 谱 序 列 的 极限 项 是 一 定 存在 的 ,问题 是 
如 何 确定 它 .为 此 ,我 们 再 介绍 一 个 概念 . 

定义 4 设 M 为 R 一 模 、 分 次 R 一 模 或 双 分 次 R- 模 . 若 
M ,M“ 都 是 M 的 子 模 且 M” <M’, 则 称 M“/M 为 M 的 一 个 次 商 
模 (subquotient module). 

显然 ,次 商 模 概念 是 商 模 的 推广 ,次 商 模 的 意义 还 可 从 下 例 看 
出 . 

例 设 


dn+1 dn 
三 … 一 人 1 一 ”人 一 ”人 1 一 … 
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为 RR 一 模 复 形 , 则 A 的 第 ”个 同调 模 
H., (A ) = Kerd, /Imd, ,i 

是 A, 的 一 个 次 商 模 ,在 R=Z 时 也 称 它们 为 次 商 .、 

不 难看 出 ,次 商 模 有 如 下 的 一 些 性 质 . 

推论 2 (次 商 模 的 可 传 性 ) 设 B 为 A 的 次 商 模 ,C 为 B 的 
次 商 模 , 则 C 也 为 A 的 次 商 模 . 

推论 3 设 B 为 A 的 次 商 模 , 则 

(i) 车 A=0, 则 B=0; 

(i) 车 |A|<%, 则 |B|<%; 

(ii) 若 尺 为 Noether 环 且 A 为 有 限 生 成 的 , 则 B 也 是 有 限 
生成 的 ; 

(iv) 车 RR=Z( 即 A 为 Abel 群 ), 则 A 为 抄 群 时 ,B 为 挠 
群 ;A 为 循环 群 时 ,B 为 循环 群 . 

由 此 推论 已 可 看 出 ,次 商 模具 有 原 模 的 不 少 性 质 , 用 之 于 谱 序 
列 ,我 们 有 如 下 命题 . 

命题 3 设 1E”,d" ,rr 之 1} 为 一 个 R 一 模 谱 序列 , 则 一 切 FE” 
都 是 EE! 的 次 商 模 ;在 r 宇 2 时 ,E” 也 都 是 EE? 的 次 商 模 . 

证 由 

E’:=H(E!',d!)= Kerd'!/Imd! 

知 FE? 为 El! 的 次 商 模 . 同 理 ,由 FF” = 有 H(E”!,d” 1!) 知 ,FE’ 为 E”! 
的 次 商 模 ,再 由 次 商 模 的 可 传 性 (推论 2) , 即 得 欲 证 . 口 

现在 ,我 们 来 分 析 一 下 谱 序 列 {E”,d",r 宇 1 中 的 这 些 次 商 


模 . 
注意 ,E* 可 写成 
FE:= ZZ/B? 
其 中 2 = Kerd' ,B = Imd' ;一般 地 ,E"” 可 写成 
FE’ = 2Z"/B" 


其 中 Zr = Kerd"!,B" =Imd”!. 由 于 
EF’?= Z31B3 
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为 五” 的 次 商 模 ,我 们 可 设 
Z*=X/B*:, B=Y/B’ 
于 是 由 模 同 态 的 双 商 定理 知 
E=Z/BX/Y 
县 B*CYCXCZ 
不 妨 设 =X,B- = 站 ,于 是 有 
0CB:CB’ CACAOCE’ 
依 此 类 推 之 ,有 
0CBC:…CBCB!'!C..CZI CI CCZCE? 
容易 看 出 ,对 于 包含 关系 ,1B"} 是 递增 的 ,12" | 是 递 降 的 , 且 任 一 
个 B" 都 在 任 一 个 之 之 中 .为 方便 起 见 ,依照 数列 极限 的 办 法 给 出 


如 下 定义 . 
定义 5 记 
Lm N25 
B= = UB 
r=2 
~ =Z%/Br 
且 将 双 分 次 R 一 模 
FE“ = | | 


称 为 谱 序 列 {FE" | 的 极限 项 (limit term). 

在 谱 序列 的 应 用 中 ,对 一 些 常 见 情况 可 有 限 步 地 算出 谱 序 列 
的 极限 项 ,从 而 得 到 有 关 的 同调 性 质 或 有 关 复 形 的 同调 模 . 容易 看 
出 , 当 r 相当 大 时 ,EFE'“ 通 近 ”E”, 且 EE!,B'! ,ZL ,甚至 前 面 有 限 多 
个 FEF’,B' ,2Z 当知 道 玉 3,B1 ,7Z*! 时 都 可 上 略 而 不 计 . 也 就 是 说 ， 
在 FE’ ,B’ ,7Z 已 确定 出 E'*!,B"*!,Z*! 后 ,它们 的 任务 也 就 完成 
了 .在 确定 该 谱 序 列 的 极限 项 时 可 赂 而 不 计 . 

下 而 的 两 条 推论 在 谱 序列 的 应 用 中 是 有 意义 的 ,它们 的 证 明 
都 是 显然 的 . 
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推论 4 在 谱 序 列 |E",d"| 中 ， 

(i) ”车 对 一 切 p,g,d” =0, 则 E"''=E"; 

(ii) 若 对 一 切 p,q, 及 r 宇 s( 其 中 ; 为 一 个 固定 的 正 整数 )， 
d” =0, 则 

E~=E, 

推论 5 任何 尺 - 模 复 形 的 过 滤 都 给 出 一 个 正 合 偶 , 因 此 可 
用 本 节 的 方法 给 出 一 个 谱 序列 以 及 这 个 谱 序列 的 极限 项 ,分 别称 
为 由 此 过 滤 确 定 的 谱 序列 与 极限 项 . 

于 是 ,我们 完成 了 如 下 的 程序 . 

复 形 的 过 滤 之 正 合 偶 一 导出 偶 之 谱 序 列 一 极限 项 . 

对 上 复 形 的 过 滤 这 一 程序 是 类 似 的 ,这 里 不 再 细 述 . 

现在 自然 要 问 ; 若 对 复 形 A 完成 了 上 述 程序 , 即 求 出 了 A 的 一 
个 过 滤 确 定 的 谱 序 列 及 其 极限 项 E”= {Eh |}, 复 形 A 的 同调 
H(A ) 与 Ek” 有 何 关 系 ? 

我 们 将 这 个 关键 性 的 问题 放 在 下 节 中 来 讨论 . 

习 题 4.1 
1. 设 有 RR 一 模 复 形 正 合 列 
0—A—B—C—0. 


取 B 的 一 个 过 滤 |1F?B} 为 B=0,F! B=A(A 视 为 B 的 子 复 形 ),B = 
B . 求 出 EE 并 描述 谱 序列 与 长 正 合 列 的 关系 . 


$2 谱 序 列 的 收敛 及 对 双 复 形 的 应 用 


为 了 研究 上 节 遗 留 下 来 的 问题 , 即 , 由 复 形 A 的 过 滤 确 定 的 谱 
序列 1E",d"|} 与 复 形 的 同调 模 及 (A ) 有 何 关 系 ? 我 们 需要 如 下 的 
一 些 概念 以 方便 下 文 的 讨论 . 

定义 1 设 M 为 分 次 R 一 模 ,{E"|]| 为 一 个 谱 序 列 ,着 有 M 的 
一 个 过 滤 {@B?M| 使 有 RR 一 模 同 构 
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FE 一 GeM，/1G-1M，=GeM /81M,, 
Vp,g,n=p+gq 
则 称 谱 序列 { 殊 "| 粗 收敛 (roughly converges) 于 M , 记 为 
Eu 一 >M 
这 里 的 p 称 为 M 的 过 滤 次 数 (filtration degree). 
注 1 由 于 ,一 般 地 说 ， 
EE 
因此 ,Es 一 >M 与 En —M 的 含意 是 不 同 的 . 
定义 2 设 {g@?M | 为 分 次 RR 一 模 M 的 过 滤 , 若 对 任意 的 ”， 
都 有 ss(n) 与 :=zi(n) 使 
TM,=08 OM,=M, 
即 , M 的 过 滤 | GM1 为 下 形 : 
0= PM CE MCL…CEM, =M,.,Vn 
此 时 称 { ?M1} 为 M 的 有 界 过 滤 (bounded filtration ) 或 有 限 过 滤 . 
当 上 述 的 *,z 与 2 无 关 时 又 称 一 致 有 界 过 滤 . 
对 复 形 C ,可 类 似 地 定义 它 的 有 界 过 滤 . 
定义 3 设 分 次 尺 - 模 M 有 有 界 过 滤 { ?Mj 使 谱 序 列 |E” | 
满足 
FE2 一 GPM 1G 'M,,Vp,q,n=p+g. 
则 称 谱 序 列 1E" | 收敛 于 M ; 记 为 
En >M, 
也 称 {E"|]| 为 由 M 确定 的 谱 序 列 . 
由 此 和 定义 知 :收敛 即 关于 有 界 过 滤 的 粗 收敛 . 
下 面 的 定理 给 出 了 复 形 同调 的 一 个 有 效 的 计算 法 . 
定理 1 设 {FYC 为 尺 - 模 复 形 C 的 有 界 过 滤 ,| 开 " ,d 为 由 
它 确定 的 谱 序列 ( 即 用 此 过 滤 按 上 节 的 方法 给 出 的 谱 序列 ) , 则 
(i) 对 一 切 p、g 都 有 由 它们 确定 的 充分 大 的 > 使 
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(ii) Em>H, (C). 
注意 ,此 定理 的 结论 (i) 指 出 了 ;有 界 过 滤 确 定 的 谱 序 列 的 过 
程 只 需 有限 步 ” 的 计算 .此 定理 的 结论 (i) 又 指出 ;此 谱 序 列 的 极 
限 项 事实 上 即 复 形 同 调 模 的 一 个 过 滤 给 出 的 商 模 . 至 于 这 个 复 形 
同调 模 的 过 滤 如 何 给 出 ,我们 将 在 下 面 的 证 明 中 说 明 . 
证 (i) 由 {F?*C| 为 有 界 过 滤 知 , 必 有 z=:(n) 使 对 任意 的 
p>t,Fr* = 有 .于 是 
Fr?/F?* =0 
因此 : 
Es, =H,,, (F/IF? 1)=0 Vp>t 
由 于 E 均 为 E, 的 次 商 模 ,由 此 又 知 对 任意 的 x 与 9， 
E,=0, Vp>t 
同 理 , 由 {Fr*Cj|} 的 有 界 性 知 有 s = s(n ) 使 对 任意 的 p<; 与 
r,g 都 有 
卫 w 三 0 
从 上 节 定 理 1 知 
bidegd =(—r,r—1) 
因此 ,对 任意 的 p,g，,r， 
d (E® )CE, ,rr-l 
当 > 充分 大 时 ,总 可 使 p 一 r<<s. 此 时 
Es,,o+r-1 =0 
因此 
E, = Kerd, 
考察 
E”:!=Kerd’ /Imd;;,,_ ,+1 
当 充分 大 时 ,又 可 使 p+r>>t, 于 是 由 上 知 


r 一 r r — 
Imdp+ ,gr+1 = dp+r,q-r+l (E,: rq-r+l) =0 


< 有 打开 分 的 疏 隔 凡 问 包 受 形 遇 丰 用 2/ 


由 此 知 ,对 充分 大 的 rx, 有 
FE”! = Kerd’ = E” 
这 就 证 出 了 (i). 
(ii) 我 们 取 


BH.,(C)=In(H,(F C)—>H,(C)) 
则 得 五, (C ) 的 一 个 过 滤 {9?H,(C )} .由 {1F?C | 的 有 界 性 知 , 必 有 
s 二 s(n) 与 t=t(n) 使 
0= BH, CCE HC)C…CHH,(C)=H,(C) 
即 , {G2H.(C )| 为 H,(C ) 的 有 界 过 滤 . 对 这 个 过 滤 用 上 节 的 方法 
得 到 正 合 偶 与 第 个 导出 偶 , 于 是 有 长 正 洽 列 


r 7 r a rr -月 7 
reg-rt2 Dorr-2,0-rt2 Dorr-lg-r+l E, 
-一 =-D 1 ,> (1) 
由 D" 的 定义 
D" = aD 
r—l 
注意 到 
bidega = (1,—1) 
即 知 


Dr = eaDy =Im(H, (FC )>H,. (FC)). 


固定 p,q, 由 {FYC| 的 有 界 性 知 , 必 有 充分 大 的 x 使 
FIC =C 
于 是 由 @? 的 定义 知 , 此 时 
Di= DH, (C) 
仿 此 知 ,有 充分 大 的 > 使 
D;,, 207112 = 1H (C) 

但 BE, ,1,。_ ,42 为 

Er, 1 112= Hn (FCIF’" 2C) 
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的 次 商 模 ,而 对 充分 大 的 7+,F?'"'C = Fr?'"“C( 由 {F?C | 的 有 
界 性 ). 因此 
Esyr-i,o-r+2=0 

于 是 对 充分 大 的 x ,(1) 成 为 
0O>@ 1H,,, (CBH,,,(C)>E D1 

由 此 可 见 ,者 能 证 出 

D,-1, =0 
对 充分 大 的 > 成 立 , 即 知 
EH,,, (CNP H,,, (CE =E?® 

对 充分 大 的 > 成 立 , 这 样 就 证 出 了 (ii). 

事实 上 ,注意 bidega = (1, -1), 并 用 上 节 命题 1 证 明 中 的 记 
号 ,有 


Dy = 0D, = ea Heo (F?'C) 
取 充 分 大 的 -使 p < 此 时 即 有 
Do- 1,0=0 
[L 
下 面 我 们 来 介绍 谱 序列 的 收敛 对 双 复 形 的 一 些 具体 应 用 , 先 
构 作 双 复 形 之 全 复 形 的 两 种 过 滤 . 


设 双 复 形 (M,d ,qd”) 的 全 复 形 为 Tot(M), 其 中 M= {M。 |， 
记 
( Fr?Tot(M)), = I[ ™, ni 
( FF?Tot( M)), = ITxw 


jp 


它们 的 直 和 项 取 法 可 分 别 图 示 如 下 : 


aa 


932 让 有 厅 罚 采 愉 颈 凡 条 忆 用 有 环 时 丹 用 2/ 


容易 验证 ,对 d= (d+d”) 有 
d(M,.,-; ) = (d+ d )NM; 
=dAXi ;dd AM 
CAM ;中 MI ， ;1 
C( IFzTot(M)) ， ， Vi<p 
由 此 知 ”十 ?Tot(M) 为 Tot(M) 的 子 复 形 , 即 
Ip?Tot(M)< Tot(M) 
且 
TF? Tot(M)< IF?Tot( M)<. IFPITot(M)<… 
因此 { 'F*Tot(M)| 为 Tot(M) 的 过 滤 . 

同 理 知 “| 严 *Tot(M)} 也 为 Tot(M) 的 过 滤 . 

定义 4 设 Tot(M) 为 双 复 形 (M,d ,qd ) 的 全 复 形 , 则 称 

| 下 2Tot(M)} 为 Tot(M) 的 第 一 种 过 滤 . 而 称 

[| FeTot(M) 为 Tot(M) 的 第 二 种 过 滤 . 这 两 种 过 滤 所 确定 
的 谱 序列 分 别 记 为 { E"}、{ EE"}. 

为 了 方便 起 见 , 当 双 复 形 中 的 M = {MM 满足 :对 任意 的 p> 
0,AM，、=0, 对 任意 的 g >0 也 有 M, =0, 则 称 (M,d’,d”) 为 第 三 
象限 双 复 形 (third quadrant bicomplex) .类似 地 , 阁 上 <0 或 gag<0 
时 必 有 Mu = 0, 则 称 (M,d ,ad ) 为 第 一 象限 双 复 形 (first quad- 
rant bicomplex) 


例如 ,上 章 末 节 中 ,对 右 尺 一 模 A, 左 RR 一 模 B 的 删 项 投射 分 


4 和 /0 多 记 时 有 证 放 


解 Pi 与 BB 给 出 的 双 复 形 ( 以 PaCPs 为 全 复 形 ) 即 为 第 一 象限 双 复 
形 , 而 第 三 象限 双 复 形 的 重要 例子 可 由 两 个 左 R -- 模 的 删 项 投射 
分 解 与 删 项 内 射 分 解 照 上 章 末节 的 办 法 给 出 . 

设 4A,BER 趴 ,它们 的 删 项 投射 分 解 与 删 项 内 射 分 解 各 为 


和， 
二 (0 


Es =0—>E’—>…—F A patl >. 
将 上 复 形 Es 改 写 为 复 形 的 形式 : 
Bs=0 >Eo > 下 > >E SE > 

令 

M.,, =Hom(P,,E.,) 

d ,=(A’,+ri)” :Hom(P,,E_,)>Hom(P,.1,E-_,) 

fr fA ,i 
d” ,0 = (1) (A ).:Hom(P,,E-,)—™>Hom(P,, 
Egry) 
Fr=(-TDorerlA“ 

这 样 就 得 到 一 个 第 三 象限 的 双 复 形 (M。 ,d ,d), 其 全 复 形 为 
Hom( Pa , Es ). 

不 难得 出 如 下 结果 . 

定理 2 设 (M,d ,d”) 为 左 R 一 模 双 复 形 ,Tot(M) 为 它 的 全 
复 形 . 

(i) ”Tot(M) 的 第 一 (二 ) 种 过 滤 为 有 界 过 滤 的 充 要 条 件 是 

|LM lp+q=n, M, #0l}|<o, Vn 
即 在 p,q 坐标 系 中 每 一 条 45" 线 p+ g=7 上 都 只 有 有 限 个 M。 
天 0; 

(i) 若 (M,d ,d ) 为 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 . 则 Tot(M ) 的 
第 一 种 、 第 二 种 过 滤 都 是 有 界 的 ; 、 

(证 ) 若 OM,d ,dd ) 为 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 , 则 对 任意 的 
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p,q, 必 有 充分 大 的 与 7 使 


Enm>H, (Tot( M)) 
En>H, (Tot(M)) 
证 (i) 注意 
|{M, lpt+q=n, M, #0i|<o, Vn 
等 价 于 对 任意 的 n ,都 有 有 限 数 ;= s(n),t=t(n), 由 有 界 过 滤 
的 定义 即 得 证 . 
(ii) 注意 对 第 一 象限 双 复 形 取 s(n)= 一 1,t1(n)=n, 对 
第 二 象限 双 复 形 , 取 s(n)= 一 n 一 1,t(n)=0 即 得 证 . 
(ii) ”由 (让 ) 与 定理 1 即 得 . 
口 
定理 2 中 的 (iii) 是 一 个 很 好 的 结果 ,但 它 牵 扯 到 一 些 具体 计 
算 . 下 面 我 们 以 第 一 种 过 滤 为 例 说 明 一 下 这 个 计算 过 程 (对 第 二 种 
过 滤 是 类 似 的 ). 为 方便 起 见 ,将 第 一 种 过 滤 的 记号 中 五 简 记 为 
F. 


先 固定 ,由 定义 , 记 
F?=(F*Tot(M)), = 本 Mi,。-， 
容易 看 出 
有 =AM 中 天 ，VYp+q=7 
于 是 


(PF?/F? ),=M, (2) 
将 4= 忆 (qd +d”) 作 用 于 M， 得 
dn (My)=(d’n + d’n) My EM 1, ODM, 
由 M,_1,CF-! 知 ,只 有 地 对 FF/19-! 起 着 实质 上 的 作用 .因此 ， 


Zid | 


Fr?r/F? ! 是 带 微分 4 的 第 p 个 列 . 故 由 上 节 命 题 1 证 明 中 的 记号 知 
E, =H,(F?/F? ",d) 
=Ker(d nm :Mum 一 p,q-1) /Im(d oor1:MooriMam) 


=H,(M,,. ,d”) (3) 
于 是 可 引进 记号 ( 取 第 p 列 的 同调 ) 
H’, (M)= E, 
容易 看 出 ,将 g 固定 后 , 11H" (M)| 为 复 形 、 微 分 为 d 诱导 的 
同 态 (容易 验证 它 的 完全 确定 性 ) 


d :Hn (M)>H,-1,,(M) 
d’»([z» )])=[d’,z | 
其 中 [ ”] 表 相应 的 同调 类 (同调 模 的 元 素 ). 
将 复 形 {H”,(M),ad | 的 同调 记 为 H = {H',}, 则 得 双 分 次 
模 
{H’',H', (M)} 
称 为 双 复 形 M 关于 第 一 种 过 滤 的 第 一 种 迭代 同调 ( 先 取 M 的 第 
p 列 之 同调 ,再 取 它 们 所 成 行 的 同调 ). 现在 我 们 来 证 明定 理 2 中 
(十 ) 的 具体 化 , 即 
定理 3 设 M 为 第 一 (第 三 ) 象 限 R 一 模 双 复 形 , 则 
E%, =H',H'n(M)>H, (Tot( M)). 
证 由 定理 2(iii) 知 ,只 和 需 再 证 
E% =H Hm (M) ( 简 记 为 E?= HH) 
仍 记 下 = 天 , 先 设 M 为 第 一 象限 双 复 形 .由 模 同 态 的 双 商 定理 得 
复 形 短 正 合 列 与 下 图 
0 一 = FU/F: 一 -一 Fo/F 一 /FL 一 一 一 0 


对 "一 1 A , J]2? 


仿 (2) 入 Ah jie+l 一 一 一 一 oO0) 
(0 一 2 Ah ea M 


i -14 由 Me- (4) 
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由 (3) 式 知 , 若 zE M%。 使 z=[z]EE。, 则 必 有 dz=0. 从 第 
三 章 $1 定理 2 知 ,由 图 (4) 给 出 的 连结 同 态 为 
a=i (qd +d’)x 
取 d'=3, 则 diz= [dz], 即 d' 是 由 d’ 诱 导出 来 的 . 由 之 知 
E’*=H(E,d')=H'H 
对 第 三 象限 双 复 形 令 M”=M-.,-_,,E”%=E',-, 由 上 即 得 
证 . 口 
为 了 研究 史 *, ,只 需 将 p,q 互 换 ( 转 置 ) 妈 化 为 EE? 的 情况 ， 
我 们 为 此 引进 如 下 概念 . 
定义 $ 设 M={M,,d wm,d m| 为 R 一 模 双 复 形 , 则 称 
M={ M, ,AAA | 
为 M 的 转 置 双 复 形 (transposed bicomplex), 其 中 MA = M,,,， 
4 =d 4A =d 
由 定义 5 容易 得 到 
引 理 1 在 上 述 记 号 下 ， 
IF(Tot(M))= F(Tot('M)) 
(Tot(M))= F(Tot('M)) 
现在 我 们 不 难 证 明 如 下 结果 , 它 是 关于 第 二 种 迭代 同调 的 . 
定理 4 设 M 为 第 一 (第 三 ) 象 限 R 一 模 双 复 形 , 则 
Ew = HH (M)PH, (Tot(M)) 
证 ”由 定义 5 知 
H, (Tot(‘M))= H., (Tot(M)) 
又 由 
H',(‘M)= KerA’, /ImA’,,s+1 = H',,(M) 
及 A =4d” 知 
H'H'n (M)=H',H'y (M) 
于 是 由 定理 3 与 引 理 1 即 得 
ip? =H,H,(M)=H',H', (CM)=>H, (Tot(:M ) ) 
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= H, (Tot(M)) 口 

对 下 面 定 义 的 通常 谱 序 列 , 有 关 的 同调 性 质 特别 简单 . 

定义 6 设 M 为 双 复 形 , 则 称 Tot(M) 的 第 一 种 或 第 二 种 过 
滤 给 出 的 谱 序列 为 通常 谱 序 列 (usual spectral sequence) 

若 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 的 通常 谱 序列 { 开 "} 满足 

FE =0, Vgq0 

即 双 分 次 模 E” 的 非 零 项 只 在 p 一 轴 上 出 现 , 则 称 {E”} 为 衰退 的 
(月 省 的 )(collapse) ,或 说 它 对 gq 衰退 . 

对 这 种 特殊 的 通常 谱 序 列 , 有 如 下 的 有 用 结果 . 

定理 5 设 |E',d"| 为 R 一 模 双 复 形 M 的 衰退 谱 序 列 ; 则 

(i) E%=E;, Vp,q 
因此 ,E% =0, VY qg 天 0; 

(ii) H,(Tot(M))E;, 
(MM 为 第 一 象限 双 复 形 时 ); 

H, (Tot(M))E?"" 
(M 为 第 三 象限 双 复 形 时 ,其 中 M*=M._,_,,E*=FE.,-_,). 

证 由 本 章 $1 和 定理 1 知 

bidegd’ =(—r,r—1) 
因此 
dm :Em >E,_ ,+r-i 
由 于 {E" ,qd" | 是 衰退 的 , 即 YV g 关 0,E% =0, 于 是 当 y 之 2 时 E” = 
0 或 EE, ii =0, 故 
d=0, Vr>2, Vp,gq 
由 此 知 
FEF” = Kerd’ = Kerd’/Imd’ = H(F’)=E’'!, Vr 之 2 

所 以 ,EFE? = EE”. 这 就 证 出 了 (i). 

(ii) ”只 需 考 察 M 为 第 一 象限 双 复 形 的 情况 ,此 时 由 定理 2 
知 , 必 有 五 ,(Tot(CM)) 的 有 界 过 滤 
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0=@ HC:…Co@H, = H,=H, (Tot(M)) 


BH, /EH, ,En En 
由 {E" ,d" | 衰退 知 ,E” = {E 只 可 能 有 非 零 项 E%0. 于 是 
H,=H, (Tot(M))~E’, 
注 2 若 {E” ,qd" | 对 p 衰退 ( 即 Y p 关 0,E%=0). 可 得 与 定理 
5 实质 上 相同 的 结果 . 
下 面 用 谱 序 列 重 证 Tor, 函 子 关于 两 个 变 元 使 用 投射 (或 平 
坦 ) 分 解 的 一 致 性 (参看 第 三 章 $3 定理 2), 以 说 明 上 述 结果 的 应 
用 . 
命题 1 设 AEG 叉 gg ,BER 吸 , 则 
H, (PaC9B ) 一 及 (PatOPs)~H, (ACOPs), 
其 中 Pa 表示 X 的 删 项 投射 分 解 (所 成 的 复 形 ). 因 此 
Tor*(—,B)Tor(A,—) 
证 设 
Pa 一 一 一 0 
Ds 一 一 人 1 一 一 CU 一 0 
则 有 第 一 象限 双 复 形 
M= {M, = P,Q, | 
其 全 复 形 为 
Tot(M) = POP i 
用 第 一 种 过 滤 ,由 和 定理 3 知 
FE = FE =H,H’,(M) 
其 中 
H’, (M)= Kerd”, /Imd’,,,+1 = H, (P,Ps) 
_ J0, q~>0 
-op q=0 
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(注意 P, 是 投射 的 ,因而 是 平坦 的 ,又 
H',o=CoKer(P,WQi™*P,WQo)= P,WB) 
于 是 
HH (M)=H,(PiB) 
1 = 人 ”a>0 (Wm gz0) 
1 H, (Pi:WB), q=0 
由 此 知 ”{E"} 是 衰退 的 .因此 用 定理 5 即 得 
H. (PaOPs)=H, (Tot(M)) 一 已 2: = H, (PB) 
用 第 二 种 过 滤 类 似 地 可 得 
mr -人 9g>0 ( 即 gq 关 0) 
® lH,(AOPs), g=0 
于 是 
H. (PaPs)H, (AOWPs) 
这 就 证 出 了 命题 . 
: Dj 
注 3 显然 地 ,命题 1 中 Pi ,Pi 分 别 表示 A,B 的 删 项 平坦 分 
解 时 ,命题 仍 成 立 . 
注 4 仿 命题 1 之 证 法 也 可 证 明 : 对 A,BER 吸 有 
H’ (Hom (Pi,B)) 二 H' (Hom(Pi;,E;)) 二 H' (Hom(A ,E:;)) 
因此 Ex 的 两 种 定义 是 等 价 的 ( 见 第 三 章 $3, 定 理 1), 其 中 五 表 
示 B 的 删 项 内 射 分 解 .将 命题 1 之 证 与 第 三 章 $3 定理 1 与 定理 2 
之 证 (那里 省 去 了 详细 证 明 , 只 提出 论证 方法 ) 相 比较 ,不 难看 出 ， 
谱 序 列 的 证 法 要 简单 得 多 , 且 机 械 得 多 ,因而 容易 掌握 ! 


习 题 4.2 


1. 设 M 为 第 一 象限 或 第 三 象限 RR 一 模 双 复 形 , 且 行 、 列 均 正 合 ,证 明 : 
Tot( MM) 为 零 调 的 . 
2. 证 明 如 下 的 Kaplansky 定理 : 设 p: R 习 R" 为 环 同 态 ,A" ER* 骂 , 则 
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pdr (A ) 委 jpg(R )+ pdr* (A') 
其 中 A" 的 尺 -- 模 结构 由 rz =.pg(7r)zx,YrER,zEA' 给 出 . 
(建议 : 先 作 A 的 R” 一 模 投 射 分 解 ,再 将 每 一 项 作 R 一 模 的 投射 分 
解 , 得 双 复 形 ). 


$$ 3” Grothendieck 谱 序列 及 其 对 
和 群 同调 理论 的 应 用 


本 节 中 主要 介绍 用 函 子 合成 与 上 节 所 讲 过 滤 的 方法 ,如 何 产 
生 衰 退 的 谱 序 列 及 这 方面 的 一 些 应 用 .上 节 主 要 论 及 第 一 象限 的 
双 复 形 的 同调 ,本 节 中 我 们 改 为 主要 讨论 第 三 象限 双 复 形 的 上 同 
调 .其 实在 方法 上 ,上 节 方 法 用 于 第 三 象限 或 本 节 方 法 用 于 第 一 象 
限 都 是 容易 的 (只 需 照顾 到 习惯 上 足 码 与 肩 码 的 倒置 而 已 ). 

先 介绍 Grothendieck 的 下 述 定 理 , 其 中 用 到 的 范畴 可 理解 为 
足够 内 射 (enough injective) 的 Abel 范畴 ( 即 满 足下 述 条 件 的 Abel 
范畴 :对 任意 的 该 范畴 对 象 C 都 上 有 该 范畴 的 一 个 内 射 对 象 忆 及 单 
态 射 C 一 E, 即 0 一 C 一 E 正 合 .足够 投射 的 定义 可 对 偶 地 给 出 )， 
它们 也 是 足够 投射 的 .初学 的 读者 可 将 本 节 中 的 范畴 都 具体 地 理 
解 为 模范 畴 ,这 样 便于 接受 ,而 且 在 方法 上 并 无 实质 上 的 不 同 . 

定理 1(Grothendieck) 设 G:%>%8,F 下 :8>% 为 两 个 共 变 函 
子 , 下 为 左 正 合 的 , 且 对 .x 中 的 任意 的 内 射 对 象 已 , GE 都 为 右 
下 一 零 调 的 (acyclic) , 即 对 任意 的 p 宇 1,(R?F)(GE)=0, 则 对 x 
中 的 任意 对 象 A, 必 有 第 三 象限 谱 序 列 {E,]} 使 

E? =(RF)(R'G(A))SR"(FG)(A), Yn=pta 

证 注意 足够 内 射 的 Abel 范畴 中 任意 对 象 的 内 射 分 解 显然 

都 是 存在 的 , 令 A 的 内 射 分 解 为 

E, =0—>A—F'—F!l-—>...— FF?—>..… 
以 G 作用 A 的 对 应 的 删 项 内 射 分 解 得 复 形 

G Ei=0—>GE’—GE!'—…—GE?—.… 
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用 对 偶 于 第 三 章 $2 引 理 1( 马 掌 引 理 ) 的 证 法 , 记 态 射 GE 一 
GE'*'! 的 核 与 象 各 为 世 ,B'*! , 则 可 得 如 下 的 交换 图 


Fo > CR ee B! >—_ I! > GE Bl > .>— 7 7 >—>CE’> Bm Zl GCE! 


| | | 1 |i 


Ke Mp 1 Kt sy MY wi J ,20> ps wk po Am Le+L0 Kt Metl,o 


| | | | 


开 0 >—e Moo Li Ke Me 71 Pio—— Mf Pl ?ti Kot ML:! 


二 


其 中 每 列 都 是 最 上 一 元 素 的 内 射 分 解 , 而 且 对 任意 的 访 
Kr MY 一 > Le 
都 是 正 合 的 ,于 是 有 列 正 合 的 双 复 形 


GE? 一 —— CK’ 一 GEs*+'! ~ . 。。 


| + | | 


Afo0 一 一 Nfl 一 一 ~ MY*° 一 一 一 人 1 20 一 一 RAYpT+1.0 一 om ，. 


| 1 | | | 


M [rt 一 一 ee 人 1 /1 一 一 fp+1. 1 一 om ，， 


一 人 


其 中 M 表示 删 去 第 一 行 所 得 的 双 复 形 . 

考察 双 复 形 FM 与 它 的 全 复 形 Tot(FM), 用 第 一 种 过 滤 
五 .注意 M 中 的 第 p 列 {M?'* | 即 GE? 的 删 项 内 射 分 解 Esz. 于 是 
用 下 作用 后 知 , {FM?'* | 成 复 形 . 因 此 

H?(FM)= HI(FM )= (RF)(GE?) 
由 于 E? 为 内 射 的 ,由 已 知 条 件 知 GE? 为 右 下 一 零 调 的 ,因此 
(RIF)(GE?*)=0, Vaq>0 

但 下 为 左 正 合 的 ,于 是 R*"F 二 F( 见 第 三 章 $2 命题 1'), 从 而 有 
FG(E?),. gq=0 时 ( 即 p 轴 上 ) 
0， 9>0 时 
由 此 知 求 五 "时 只 需求 唯一 的 可 能 非 零 的 行 复 形 


H* (FM)= 
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0>FG(E'")>FG(E!)—>FG(F’)—… 


的 同调 ,所 以 有 
rw |R' (FG)(A), q=0 时 
“|o, g>0 时 
即 {E,|} 是 衰退 的 第 三 象限 谱 序 列 .由 $2 定理 5 知 
H'(Tot(FM))R’"(FG)(A)= EE" (1) 
再 用 第 二 种 过 滤 正 ( 先 算 昌 再 算 昌 ). 为 此 仿 上 考察 Z? ,B? 
及 于 (GE i;) 的 内 射 分 解 : 


0—> 7?— EK" > Rt»>...—> KN —>... 
0—B*-—>L7—=L?fl—>...— Ln >... 
0>HP (GE) >H”—H?!—>…—>H A> (2) 
互 换 p ,g ,得 正 合 列 
0 >K*—>M* Tom_>0 
由 K? 为 内 射 的 知 此 正 合 列 可 裂 .因此 用 下 作用 后 仍 可 裂 ( 因 为 下 
为 孙子, 保 态 射 合成 与 恒 等 态 射 ). 又 由 下 左 正 合 知 下 保 核 .因此 
Ker(Fd’®? )= FkK®? 
而 由 G 作用 于 内 射 对 象 都 是 右 下 一 零 调 的 这 个 已 知 条 件 知 
Im(Fd’” 1 )= FL? 
于 是 有 
H’*(FM)=H’'(FM’*?*)= Ker(Fd’?)/Im(Fd’” '?) 
= FKY?|FLY® . 
另 一 方面 , 同 理由 L” 为 内 射 知 , 正 合 列 
0>L”?>K”?—>H™*—0 
也 是 可 裂 的 ,于 是 
FE = FK®?|/FLY? 
由 此 与 前 一 式 知 
H*(FM)= FH'Y? 
从 而 知 


2O0 隐 门 刘 说 证 2 


pm = H?H’?(FM)= H?*(FH’?) (3) 
但 由 (2) 知 ,HY 均 依次 出 现 于 HR(GEi) 的 内 射 分 解 中 .于 是 由 右 
导出 函 子 的 定义 ( 见 第 三 章 $2) 知 
H* (FH'® )= (RF)(RG)(A) (4) 
故 由 (3)、(4)、(1) 即 知 
(RF)(R’G(A))SR" (FG)(A) 
[L 
与 上 证 类 似 地 ,可 证 下 述 几 条 产生 Grothendieck 谱 序列 的 十 
理 ( 下 述 各 定理 中 的 n= p+9g). 
定理 2 设 G: 只 =>9G, 下 :分 >29 为 两 个 共 变 孙子 ,下 为 右 正 合 
的 且 对 x 中 的 任意 投射 对 象 P,GP 都 是 左下 一 零 调 的 , 则 对 .x 中 
的 任意 对 象 A ,都 有 第 一 象限 谱 序列 
E% =(L,F)(LG(A))=>L, (FG)(A) 
定理 3 设 下 ;%->% 为 反 变 左 正 合 隧 子 ,G:%>% 为 共 变 函 
子 , 且 对 x 中 任意 的 投射 对 象 P,GP 都 是 右 下 - 零 调 的 , 则 对 x 
中 的 任意 对 象 A 都 有 第 三 象限 谱 序列 
EY = (RF)(LG(A))SR" (FG)(A) 
定理 4 设 下 ;8% 为 反 变 左 正 合 函 子 ,G :> 级 为 反 变 机 
子 且 对 x 中 的 任意 投射 对 象 P,GP 都 是 右 下 一 零 调 的 , 则 对 .x 中 
的 任意 对 象 A ,都 有 第 一 象限 谱 序列 
Es = (RF)(R'G(A))SL, (FG)(A) 
定理 5 设 G:.w>%,F.% 一 名 为 共 变 曙 子 ,下 为 左 正 合 的 且 
对 x 中 任意 的 内 射 对 象 下 ,GE 都 是 左下 一 零 调 的 , 则 对 x 中 的 任 
意 对 象 A ,都 有 第 三 象限 谱 序列 
万 名 = (LoF)(R'G(A))=>R"(FG)(A) 
上 述 的 一 些 定理 有 着 十 分 广泛 的 应 用 .下 面 仅 介绍 定理 1 对 
群 的 上 同调 理论 的 一 些 应 用 .在 下 节 中 再 介绍 这 些 定理 在 环 模 同 
调理 论 中 的 一 些 应 用 . 
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对 Abel 群 ,因为 它们 都 是 Z 一 模 ( 注 意 Z 是 PD, 是 一 种 有 很 
丰富 性 质 的 环 ) ,一 般 地 可 使 用 环 模 的 同调 理论 ,对 非 Abel 群 ,可 
以 先 构 作 一 个 群 环 (通常 用 Z 上 的 群 环 , 即 Z 上 的 群 代数 ) ,然后 再 
用 环 模 的 同调 理论 .为 此 我 们 先 介 绍 一 下 群 环 的 概念 . 

定义 1 设 尺 为 一 个 任意 环 , 开 为 一 个 运算 为 乘法 的 任意 群 
(K 的 运算 为 加 法 时 也 记 为 乘法 )， 

RK= {rk lr ER,EEK! 

中 光 rjk = rk 是 指 对 任意 的 & ,两 边 对 应 系数 xr, 与 x 相等 . 
RK 上 有 一 个 (使 RK 为 群 的 ) 交 换 的 加 法 运算 且 满 足 

rk +t Or k= Zr; tr )k, 
同时 RK 上 又 有 一 个 乘法 运算 ,定义 为 

(rk, )(Zrk ) = rr (Ri ) 
此 外 ,RK 上 的 这 两 种 运算 满足 通常 的 加 乘 分 配 律 , 则 .RK 称 为 R 
上 关于 KK 的 群 环 (group ring). 按 常规 办 法 还 可 定义 R 元 素 对 RK 
元 素 的 乘法 , 当 尺 为 交换 环 时 , RK 又 称 为 R 上 关于 KK 的 群 代数 
(group algebra). 

在 群 的 同调 理论 中 常用 的 是 Z 上 的 群 环 ,是 将 ZK - 模 说 成 是 
K 一 模 . 相 应 的 Homzx( ，) 也 简 记 为 Homx( ,，) .下面 我 们 使 用 如 
下 三 个 范畴 :; 

A= ME WM 

%= ,M=zoM 

=, M=AG 
其 中 Q 为 KK 的 一 个 商 群 , 即 有 群 的 正 合 列 

I>N— >K — >Q—1 
(注意 ,从 本 章 的 $1 我 们 可 看 出 , 群 K 的 同调 性 质 在 一 定 程度 上 
可 由 其 正规 子 群 N 及 商 群 Q 的 同调 性 质 决定 ). 
对 任意 的 群 K ,我 们 都 给 2 一 个 双 ZK - 模 结 构 , 即 定 义 
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n(nk)= (nk)n= (Sn)n, Vn€Z (5) 
于 是 我 们 可 取 定 理 1 中 的 两 个 项 子 为 
G=Hom~n(Z ,—):% —% 
F=Homo(2Z ,—):%>% 
对 任意 的 AE x, 有 
引 理 1 设 开 为 任 一 乘法 群 ,AExk 踏 , 则 
Homx(Z ,A)~A*={a€EA|YzrEK,Zxa=al. 
证 任 取 FEHomxk(Z ,A), 显 然 f 由 f(1)E€ A 唯一 确定 (m 
宇 0 时 f(n) 为 -n 个 f(1) 之 和 .n<0 时 f(zn) 为 (一 nn) 个 -ff(1) 之 
和 ). 记 f(1)=a€A. 则 由 Z 的 ZK 一 模 ( 即 K 一 模 ) 结 构 的 定义 
(5) 知 ,在 Z 中 ,对 任意 的 TEK,z*1=1. 因 此 
a=f(1)= f(x:1)=zxf(1)=zxza, VrEK 
反 过 来 ,车 对 任意 的 xEK 恒 有 za = 4a, 则 由 f(n)= na 即 得 
fEHomx (2Z ;A), 于 是 令 Fr f(1), 即 得 
Homx (Z , A) 二 A* 


由 引 理 1 知 
FG(A)= Homo(Z ,Homn (Z ,A)) 
- 二 Homo(Z ,A ) 
~(AN)o~AK 
二 Homx(Z ,A) 
于 是 
CHONG THE 
即 
FG=Home(Z,—) 
作 AExk 驶 的 内 射 分 解 


0>A>I" > >P >… 
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用 G 作用 后 得 复 形 
Homn (Z ,A)- 一 Homv(Z ,1 )—>Homy (2Z ,T° )—… 
按 
Xx(xX):a=za, VrEK,a€EA 
知 , 上 面 的 复 形 又 为 - 吸 复 形 .同时 
R"G(A)=H"(N,A) 
同 理 
R™F(B)=H"(Q,B) 
R”™(FG)(A)=H"(K,A) 
此 外 ,显然 ,下 ,G 满足 定理 1 的 条 件 ,因此 我 们 已 得 到 如 下 的 重要 
结果 
推论 1 (Lyndon - Hochschild - Serre 定理 ,1953 年 ). 
设 
1 人 一 下 一 人 一 1 
为 乘法 群 的 短 正 合 列 ,AEk 纲 , 则 有 谱 序 列 
Ez?=H"(Q,H'(N,A)SH(K,A), n=ptgq 
由 此 又 一 次 地 看 出 : 群 K 的 上 同调 在 一 定 程度 上 由 其 正规 子 
群 及 其 商 群 的 上 同调 决定 . 
类 似 地 ,可 得 同调 谱 序列 
推论 2 在 推论 1 的 条 件 下 ,有 谱 序 列 
En = H,(Q,H,(N,A))SH,(K,A), n=ptg 
下 面 我 们 举例 说 明 推 论 1 的 具体 应 用 . 先 给 出 如 下 定义 
定义 2 设 K 为 任 一 群 ,对 Z 由 (5) 给 出 的 K 一 模 (ZK 一 模 ) 
结构 , 记 
cdK = pdyx Z 
并 称 为 群 K 的 上 同调 维 数 (cohomological dimension) 
由 前 两 章 知 
cdK =inflz1ZE- 吸 有 长 为 2 的 投射 分 解 ] 


A) . 第 由理 肌 厢 为 


=inf{n|H(K,—)=0,Vi>n| 

=inf{n |Extix (Z ,—)=0,Yi>ni! 

= sup{n|H"(K ,A ) 关 0, 对 某 一 个 AEk 纲 | 

= sup{n |Ext2x (Z ,A ) 关 0, 对 某 一 个 A ErMI 
事实 上 ,对 AEr 骏 ,在 群 的 同调 理论 中 称 

HF'(K,A)=Extx(Z ,A) 
为 群 K 系数 在 A 中 的 第 ”个 (2 维 ) 上 同调 群 (cohomological 
group). 类似 地 , 称 
H.(K,A)=Tor (Z ,A) 

为 群 KK 系数 在 A 中 的 第 个 (nn 维 ) 同 调 群 (homological group)， 
且 称 

hdK = sup{n |Tor 人 (ZZ ,A) 关 0, 对 某 一 个 AErk 驶 | 为 群 KK 
的 同调 维 数 (homological dimension) , 显然 

hdK<cdK 
用 推论 1 可 证 明 如 下 命题 
命题 1 设 
1 一 和 一 人 一 Q 一 1 
为 任 一 个 群 的 短 正 合 列 , 则 
cdK<cdN + cdQ 

因此 ,对 任意 群 CG, 若 cdG< co, 则 cdG”" 志 ncdG, 其 中 G” = 
G X…XG 为 群 G 的 n 次 直 宪 (有 时 也 记 为 G” = GO… 由 G). 


证 记 cdN =a,cdQ=5， 只 需 就 C< oo ， 5 < oo 的 情况 证 odK 
at+t+b. 

事实 上 ,由 推论 1 知 , 有 谱 序 列 

EF?=H(Q,H(N, A)) HH "(K, A), VA ErM 
而 由 cdN =a,cdQ=。 知 , 非 零 的 Es 只 能 出 现在 足 码 满足 0 二 pp 
二 b ,0 二 ga 的 范围 内 ,因此 p+ gq 二 a +65. 由 此 知 ,对 一 切 n= 
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ptq>at+b,H'(K,A)=0, 故 cdKa +5b. 
天 
设 K=Z (加 法 群 ), 则 由 ZK 的 定义 (将 Z 视 为 同 构 的 乘法 群 ) 
知 , 此 时 
ZK~Z[z,z | 
称 为 Z 上 的 Laurent 多 项 式 环 . 一般 地 ,K =Z "时 ， 


Z KZ[z, xi; ry, Ty; ,Ts To 
可 以 算出 
| H’(Z” ,Z )~2Z 
因此 ,由 命题 1 用 归纳 法 立即 得 
推论 3 cd 2Z" =n. 
下 面 我 们 看 看 上 同调 维 数 为 0、1 的 群 有 些 什么 样 的 结构 ? 我 
们 先 来 证 明 如 下 命题 


命题 2 设 开 为 任意 群 , 则 
cdK =0SOK = ie | 为 平凡 (一 元 ) 群 
证 之 :对 任意 的 群 K 都 有 ZK 一 模 正 合 列 
0>I>>ZK—2Z™0 (6) 
其 中 e 的 定义 为 
e (nki)= On 
1= 《lk 一 1|k 关 e,kE K1) 称 为 群 环 ZK 的 增 广 理想 (augmenta- 
tion ideal) .车 cdK =0, 则 由 第 二 章 , $1, 命题 6(Schanuel 引 理 ) 知 
Z EPzx 驶 .于 是 (6) 是 可 裂 的 ( 见 第 二 章 . $11. 定理 1), 即 有 FE 
Homz(2Z ,ZK ) 使 
ef=1; 

因此 f 是 单 同 态 . 

令 f(1)=xEZK, 则 有 

fl(m)=f(mk°1)=mkr, VEEK,mEZ 

取 m=1, 由 f 是 单 的 知 
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krt=zx, VEkEEK 
故 K = {ej 为 平凡 群 . 
二 是 显然 的 . 
图 
对 命题 2 的 证 明 中 用 到 的 增 广 理想 了 ,在 天 为 任意 群 的 情况 
下 容易 看 出 :作为 Z 一 模 (Abel 群 ),IT 是 自由 的 ,其 基 即 {& 一 1|e 关 
&E 天 .当天 为 以 集合 X 作 基 的 自由 群 (一 般 地 ,不 是 Abel 群 !) 
时 ,由 
zy-1=(z-1)yt+(y—1) 
TT'—-1=-—(r-1l)zr! > 
知 , {zx 一 1|e 了 关 XEXi) 为 了 作为 ZK 一 模 的 生成 系 .此 外 可 以 证 明 
此 时 作为 ZK 一 模 , I 也 是 自由 的 ,其 基 即 {xz 一 1le 关 xE Xi). 于 是 
由 (6) 可 得 
命题 3 设 K 为 自由 群 , 则 cdK 魏 1. 
注 1 J.R.Stalling(1968 年 ) 与 R.Swan(1969 年 ) 证 明了 命题 
3 之 道 也 是 成 立 的 .因此 当 KK 非 平 凡 时 ,cdK =1SK 为 自由 群 . 
再 来 看 看 有 限 循环 群 的 上 同调 维 数 . 
设 KK 为 m 阶 循环 群 ,& 为 它 的 生成 元 , 即 K = (&). 我 们 记 
二 一 太 
x=1+k+k +.…+k” |! 
显然 ,用 r,w 作 (ZK 中 的 ) 右 乘 得 到 ZK 上 的 两 个 ZK 一 模 的 自 同 
态 .为 简便 起 见 , 仍 用 r,w 记 这 两 个 自 同 态 . 取 ZK 中 的 任 一 元 素 
7= nk 
对 (5) 中 的 e ,我们 有 
yun=e(y) 
Yr= on;— nk 
这 里 ,我 们 约定 n_| = n，-1. 于 是 
Kerp = Kere = Imr 
Kerr = Imy=Z 


8923 Grothendieck 月 厅 放 久 只 风格 网 网 考 化 的 邮 用 4273 


由 此 知 ,我 们 有 无 限 长 的 ZK - 模 投射 分 解 
ZK 一 >ZK -人 -ZK 一 ~… 一 ZK 一 >ZK 一 ~Z 一 0 
因此 K 的 上 同调 群 是 周期 性 变化 的 ,再 注意 到 对 任意 的 AEzx. 
Hom (ZK,A) 一 A 
re FT) 

用 第 一 章 $1 例 4 中 的 记号 ,由 上 同调 群 的 定义 知 

站 ( 开 ,A)=Kerw /Imr 

H”"(K,A)= Kerr’ /Imp* 
取 A =Z , 则 对 任意 的 1 €2， 

tu 一 tm 


tt 二 0( 注 意 Z Ezxx 观 的 定义 (5)) 


H™” (K,Z)=0 
H”(K,Z)~Z/m 2 
由 此 得 
命题 4. 设 开 =(R) 为 ma 阶 循环 群 ,m2<oco, 则 cdK = oo. 
至 此 ,很 自然 地 要 问 :对 一 个 群 KK, 若 cdK<oco, 开 应 该 具备 
什么 性 质 ? 为 了 讨论 这 一 问题 ,我 们 先 注意 对 天 的 任 一 子 群 互 ， 
ZK 有 常规 的 ZE- 模 结构 .用 开关 于 互 的 陪 集 分 解 可 知 ,ZK 事 
实 上 是 自由 ZEH- 模 .因此 ,投射 的 ZK 一 模 ( 自 由 ZK - 模 的 直 和 
项 ) 必 为 投射 的 ZH 一 模 .由 此 知 Z 关 于 ZK 一 模 的 投射 分 解 也 必 为 
关于 ZH 一 模 的 投射 分 解 , 这 样 我 们 就 得 到 如 下 结果 . 
命题 5 设 互 为 任意 群 久 的 子 群 , 则 
cdH<cdK 
由 命题 5 与 命题 1 立 得 如 下 推论 . . 
推论 4 设 1 一 N 一 K 一 Q 一 1 为 任 一 个 群 的 短 正 合 列 , 则 
cdNcdK<edN + cdQ 
现在 不 难 证 出 如 下 结果 
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命题 6 设 开 为 群 旦 cdK<oco , 则 天 为 无 挠 群 . 


证 反 设 K 有 拨 元 素 k, 则 有 限 阶 循环 群 互 = (&) 为 K 的 子 


群 , 由 命题 5 知 
cdH<cdK<% 
这 与 命题 4 矛盾 。 故 K 只 能 为 无 挠 群 . 


最 后 ,我 们 通过 计算 下 例 中 群 的 上 同调 维 数 再 次 说 明 命 题 1 


(事实 上 是 推论 1 的) 的 应 用 . 
例 设 


为 乘法 群 , 求 cdK. 
事实 上 ,我 们 取 


= ©O SS 


则 NK 且 
Q= KI/IN~Z? 
由 命题 1 与 推论 3 知 
cdK<cdN +cdQ=1+2=3 
可 以 算出 
H*(K,2Z )~Z #0 
故 
cdK =3 
对 群 的 上 同调 有 兴趣 的 读者 可 再 读 [B,82] 有 关 章 节 . 


习 题 4.3 


1. 证 明 : 对 任意 的 群 G,Z 作为 ZG -- 模 都 有 长 为 cdG 的 自由 分 解 . ( 建 
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议 : 先 证 ,对 任意 环 尺 ,车 PEPR 吸 , 则 有 FEFreer 员 .使 POF 二 F 为 左 R 
一 模 同 构 ( 此 法 称 为 Eilenberg 技巧 ,ch2, 8 1) ,再 注意 应 用 Schanuel 引 理 ). 
`、 2. 详细 地 给 出 本 节 推 论 2 的 证 明 . 


$ 4 Grothendieck 谱 序 列 对 环 模 同调 的 应 用 


本 节 中 我 们 继续 介绍 Grothendieck 谱 序 列 的 更 深入 的 应 用 . 
首先 我 们 指出 ,由 谱 序 列 可 产生 一 些 有 用 的 正 合 列 . 
定理 1 设 iE”} 为 (R -模范 畴 的 ) 第 一 象限 谱 序列 , 且 
En >H,(M) 
则 
(i) 对 任意 的 n ,有 一 系列 的 满 同 态 
Eo Eo. Eo Eo,, 
因此 有 满 同 态 ( 称 为 边缘 同 态 (edge homomorphism)) 
Eo..—*> Eo', 
(i) 对 任意 的 n ,有 一 系列 的 单 同 态 
E> Eo Eo > Eo Es, 
因此 又 有 单 同 态 (也 称 为 边缘 同 态 ) 
Emo—> Eo 
(ii) 对 任意 的 n ,有 单 同 态 
Eo..*>> H.(M) 
(iv) 对 任意 的 n ,有 满 同 态 
H.,(M)—> Er»o 


0 


(v) 有 正 合 列 
H,(M)>E?0- >Ei >H,(M)—>E’->0 
证 (i) 由 本 章 $1 定理 1 知 
E, = Kerd® [Imd’%+,_1,0-r+2 


因此 
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Eo,. = Kerdo,,/Imd2,,-1 (1) 
但 由 本 章 $1 定理 1 又 知 
bidegw&- =(—r,r—1) 
于 是 有 
do,n :Eos >E-,,,+1=0 
({E”| 为 第 一 象限 谱 序列 ). 
即 Qo, =0, 从 而 
Kerdo,, = Eo,, (2) 
由 (1), (2) 知 有 满 同 态 
Eo,.—> Eo,, 
同 理 可 证 其 它 的 满 同 态 存 在 . 
(i) 对 偶 于 (i) 的 证 明 , 注意 由 {EF} 为 第 一 象限 谱 序 列 知 
Imd +2,-1 =0, 从 而 
En,o 一 Kerd* of/Imdn+2,-1 
= Kerd’* 。 CE , 
即 可 依 此 类 推 证 出 (ii). 
(ii) 由 条 件 与 谱 序 列 收敛 定义 知 , 必 有 有 界 过 滤 
1g? H,(M)1} 使 
Eo,>®'"H,(M)/® 'H,(M) 
由 本 章 $2 定理 2 之 证 知 对 第 一 象限 谱 序列 取 s(n)= 一 1, 因 此 
$1H,(M)=0. 
于 是 
Es, 之 ®" H,(M)CH,(M) 
因此 (二 ) 成 立 . 
(iv) 与 (这) 之 证 类 似 ,注意 取 ti(n)=n, 得 
E70"H,(M)/@” "HH.,(M) 
= H.,(M)/@”  H,(M) 
于 是 (iv) 成 立 . 


84 Crothendieck 二 所 为 克 趟 保 癌 期 时 必 用 


(v) 显然 有 正 合 列 


2 
0->Kerd2 o>FE? ,>E? ,>Cokerd2 ,>0 
由 {E"| 为 第 一 象限 谱 序 列 知 Imd?,_, =0. 因 此 


Kerd? , = Kerdi; o/Imd’s _， 
= E2,o 
同 理 知 
FE?, = Kerd?o! 
但 m 之 3 时 由 bidegd = (一 r,r 一 1) 知 


d2'0 :Eyo E_n,m-!1 三 0 (注意 2— m<0) 


因此 ”m 宇 3 时 ， 
Kerd?, = E?, 
于 是 必 有 充分 大 的 > 使 
FE,,o = EE, = 2.0 一 一 E2,o 


男 一 方面 ,由 (iv) 知 必 有 满 同 态 


H,(M)—> Eo 
故 有 正 合 列 
H,(M)>E? ,>E?, 
再 注意 
Cokerd?2.o = Eo,/Imd?,o 
一 Kerdo,1/Imd?.,o 
一 Eo, 
仿 上 适 代 式 的 论证 知 
Eo 三 "= Eai 二 Cokerd? 0 
这 就 证 出 了 正 合 列 


. da* wo 
H,(M)—E;, ， Eo >Eo™ 0 
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(3) 
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DC(M)= $'H,(M) 
Ero= BH (M)/®" 万 (M) 
Ew = @°H(M)/® 'H(M) 
我 们 立 得 
Hi;(M)/Ev 过 Er 
即 有 正 合 列 
0>Er?,>H(M)—E?Y—0 (4) 
由 (3),(4) 得 正 合 列 
H, (M)>E? ,>E? >H, (M)—>Ero—+0 
最 后 ,再 用 bidegd” = (一 r,r 一 1) 仿 上 可 证 (注意 {FE' | 为 第 一 
象限 谱 序 列 ) 
Ei,o 一 FE1.0 
这 样 就 证 出 了 (v). 


对 偶 于 定理 1, 可 证 
定理 2 设 {E,| 为 (R 一 模范 畴 的 ) 第 三 象限 详 序 列 , 且 
E? > (M) 
则 有 正 合 列 
0>E!" >H'(M)>EY' -BE30->H2(M) 
定理 1 与 定理 2 有 助 于 计算 相关 复 形 M 的 同调 与 上 同调 , 它 
们 对 足够 内 射 ( 投 射 ) 的 Abel 范畴 也 是 成 立 的 .论证 的 方法 不 需 作 
腕 质 性 的 改变 ,而 且 可 得 到 如 下 的 重要 推论 
推论 1 (同调 五 项 列 定 理 ) 设 G;w%>%,F:8->% 都 是 右 正 合 
共 变 函 子 , 且 对 x 中 的 一 切 投射 对 象 P,G(P) 为 左下 -- 零 调 的 ， 
则 对 任意 的 AE .wx 都 有 五 项 正 合 列 
‘Ls(FG)(A)>(L,F)(G(A))>F(L1G(A))=>Li(FG)(A) 
(LF)(G(A))—0 
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证 由 上 节 定 理 2 知 , 有 第 一 象限 谱 序 列 
E%, = (LF) (LG(A)) SL, (FG) (A) 
视 HH = 上 (FG), 用 定理 1 皂 得 证 . 口 
推论 2 (上 同调 五 项 定理 ) 设 G.:x 一 8,F.:% 一 《都 是 左 正 
合共 变 耻 子 , 且 对 wf 中 的 任意 内 射 对 象 玉 ,G(E) 为 右 下 一 零 调 
的 , 则 对 任意 的 AE wx 有 五 项 正 合 列 
O>(R'F)(G(A))—>R'(FG)(A)—>F(R'G(A))— 
(R*F)(G(A))—>R’*(FG)(A) 
证 由 上 节 定 理 1 知 , 有 第 三 象限 谱 序 列 
Em = (RF)(R'G(A))SR" (FG)(A) 
视 HH' = R" (FG ), 用 定理 2 即 得 证 . 
口 
下 面 我 们 均 设 R,S 为 环 ,来 介绍 一 下 谱 序 列 ( 特 别 是 衰退 谱 
序列 ) 在 环 模 理 论 中 的 一 些 应 用 .所 得 的 一 些 结果 用 其 他 方法 也 可 
证 明 ,但 这 里 的 证 明 相对 而 言 要 简单 得 多 ,而 且 更 具有 机 械 性 的 程 
序 ,对 掌握 谱 序列 的 读者 来 讲 是 更 加 容易 掌握 的 方法 . 
我 们 先 设 AGE 只 pg ,BER 串 s ,CEs 嘱 . 取 函 子 下 ,G 为 
F=AG 一 : rM—>AG 


G= BW—: < 以 -一 以 
由 张 量 积 的 结合 性 
4c(B@C) 全 (4c9B)CoC 
知 , 下 与 G 的 合成 为 
FG=(AWB)WY—: sMmM—AG 
显然 ,下 为 右 正 合 的 ,于 是 在 对 任意 的 PEPs 吕 ,GP 为 左 F- 零 
调 的 条 件 下 用 上 节 定 理 2 可 得 一 个 有 用 的 谱 序 列 , 即 
定理 3. 设 AE Nr ,BE Eg 员 s 满足 
Tor (A, BOP)=0, Vi>0,VPEPsM 
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则 有 第 一 象限 谱 序列 (其 中 C 为 任意 的 左 S 一 模 ). 
Tom (4,Ton (B,C)) 全 Torn (469B ,C)， n=p+qg 
由 此 结果 我 们 立 得 如 下 重要 的 同 构 关 系 
推论 3 设 AEFlathr ,BER 观 ,CE s 纲 , 则 
AWTors (B,C)~Tor? (AQ@B ,C) 
证 由 A 的 平坦 性 知 ,对 定理 3 中 的 谱 序列 
E%=Torw (A,Tor’ (B,C))=0, Vp>0 
因此 ,这 个 谱 序 列 是 衰退 的 ,于 是 由 本 章 $2 定理 5 知 
Es, 之 H. (Tot(M)) 
Eo, = AWTom (B,C) 
而 由 本 章 $3 定理 2 知 
H, (Tot(M))~L, (FG)(A)= Tors (A®B,C) 
故 
ACTom (B ,C)Tor? (AWB, C) 


类 似 于 定理 3, 用 函 子 
T= -eg 了: 光一 < 
中 三 一 多 C: MAG 
通过 函 子 c9 的 ( 同 构 ) 结 合 性 得 合成 
oT = -BO C ) 
于 是 有 相应 的 Grothendieck 谱 序 列 定理 : 
定理 4 设 BEk 驶 ,CE , 员 满 足 
Tos(QQ B,C)=0, Vi>0,Y QEPMe 
则 有 第 一 象限 谱 序列 
Tor; (Tor (A ,B), C)>Tom (A ,BOO C) 
可 以 看 出 , 当 BEE 员 ,为 平坦 左 R 一 模 时 ,由 定理 2 中 的 Q 


34 (rotnenadiecgk 了 作 厅 四 出 趟 包 四 了 峭 风 克 用 


EP9hP CFlatM, 知 
QO BE FlatMs, 
于 是 定理 4 的 条 件 成 立 且 其 中 的 谱 序 列 是 衰退 的 .因此 
To (A® B,C)~Tor (A, BO C) 
而 当 BEk 观 s 为 平坦 右 S - 模 时 ,类 似 地 用 定理 3 也 得 上 述 的 同 
构 . 故 得 一 有 用 的 推论 : 

推论 4 设 BEk 观 。 为 平坦 左 R 一 模 或 平坦 右 S 一 模 ,C 

€ ,WrM, AE MM. , 则 
Torm (4@ B,C)Tor (A,B ,0 C) 

这 事实 上 是 的 结合 性 在 重要 情况 下 的 推广 . 

由 前 已 可 看 出 , 详 序 列 ( 尤 其 是 在 一 定 条 件 下 衰退 的 谱 序 列 ) 
犹如 “公式 一样 有 着 方便 而 重要 的 应 用 .因此 知道 的 谱 序 列 愈 多 ， 
我 们 可 用 的 方便 工具 也 就 愈 多 . 

下 面 对 AErM,BE ,ML. ,CE osM 取 妨 子 

G= BW 一 ， F=Homs(—,C) 
由 第 二 章 8 3 定理 5( 伴 随同 构 定理 ) 知 
Homs ( BOA ,C) 全 HomR(A ,Homs (B,C)) 
于 是 有 函 子 合成 
FG = Homs (—,Homx (B,C)) 
容易 看 出 ,下 为 左 正 合 的 .因此 由 上 节 定 理 3 即 得 
定理 $ 设 BE, 观 . ,CE。s 员 满 足 
Ext (BOP,C)=0, Vi>0,YVPEP:M 
则 对 任意 的 AGE. 吸 有 第 三 象限 谱 序列 
Extf (Tors(B,A), C)—>Ext (A,Homs (B,C)), n=p+q 
类 似 地 , 取 隙 子 
T= Homs (B,C—) 
$= Homr (A ,一 ) 
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用 伴随 同 构 定 理 知 ,其 合成 为 
ST = Homs (BOA ,一 ) 

于 是 用 上 节 定理 1 又 得 : 

定理 6 设 AEE 观 ,BE ,Ns 满足 
Extg(A, Homs(B,Q))=0, Vi>0,YQEInijsM 
则 对 任意 的 CE s 观 有 第 三 象限 谱 序列 

Extkg (A,Ex¥ (B,C))>Ext (BOOA ,C); n=p+q 

作为 定理 5 与 定理 6 的 应 用 ,我 们 考察 BE sr 为 投射 右 民 
一 模 且 为 投射 左 S 一 模 的 情况 . 当 B 为 投射 右 R 一 模 知 ,对 任意 
的 PEPr 观 ,当然 有 BP E PsM. 因此 定理 5 的 条 件 是 满足 的 . 
由 B 为 投射 右 尺 - 模 知 ,当然 更 是 平坦 右 R 一 模 , 因 此 由 第 二 章 
$ 3 命题 5 知 ,Homr(B,Q) 对 任意 的 QE Injs 包 都 是 内 射 左 RR 
- 模 , 于 是 定理 6 的 条 件 是 满足 的 . 故 由 定理 $、 定 理 6 可 得 下 述 
的 重要 同 构 . 

推论 5 设 BEs 中 8 为 投射 左 S - 模 且 为 投射 右 尺 - 模 , 则 
对 任意 的 AER 趴 与 CE。. 吸 有 

Exte (A,Homs (B,C))Ext (BoA ,C) 

这 事实 上 是 在 上 述 重 要 情况 下 伴随 同 构 定理 的 推广 .类 似 地 ， 
我 们 可 得 如 下 结果 

推论 6 (i) 设 AERk 纲 ,BE Mk ,CE Injs 骂 . 则 

Homs (Tor (B,A),C)~Ext:(A ,Homs (B,C)) 
(i) 设 AEPr 纲 ,BE Mr ,CE , 观 , 则 
Exts (BA ,C)~Homr (A ,Ext (B,C)) 

推论 7 设 尺 为 左 Noether 环 ,AEf.g.pg 吸 ,BE 羽 。 .CE 

Inj%, . 则 有 同 构 
Homs (Extt (A,B),C)~Torm (Homs (B,C),A) 
证 ”由 设 与 第 二 章 $3 定 理 11 知 AEf.p.g 驶 .于 是 定义 
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oa :Homs (B,C)A Homs(Home (A,B),C) 
使 对 任意 的 fEHoms (B,C) 与 a€ 有 Ah， 
oaA(fa)(g)= fg(a), VY gEHomr(A,B) 
可 以 证 明 ( 参 看 [R,79,p.91])os 为 一 个 自然 的 同 构 . 取 函 子 
G=Hom»(—,B), F=Homs(—,C) 
则 由 此 得 其 合成 为 
FG = Homs (B,C)% 一 
限制 G 作用 于 f.g.R 吕 ( 由 及 为 左 Noether 环 知 在 =f.g.x 钢 中 
A 有 投射 分 解 ). 由 于 CE Inj 名 ,对 任意 的 PEf.g. Pa 对 ， 
Exts (Homr (P,B),C)=0, Vi>0 
因此 ”GP 为 右 F 一 零 调 的 , 故 由 上 节 定 理 4, 有 第 一 象限 谱 序 列 
Ext# (Ex (A,B),C)>Tor (Homs (B,C),A) 
再 注意 CE Injghs 保证 了 这 个 谱 序 列 对 p 轴 衰 退 , 即 得 
FE, = Homs (Ext: (A,B),C)~Tor® (Homs (B,C),A) 
[ 
由 于 同 态 的 环 (更 一 般 地 , 同 态 的 代数 系 ) 常 有 相当 多 的 共性 ， 
在 代数 中 关于 同 态 的 研究 有 着 重要 的 地 位 . 比如 环 R 可 看 成 
R[xzi,…Zz, ] 的 子 环 , 因 此 有 单 同 态 R > R[x1,…, Xz, , 且 由 
(zi ,Tn > f(0,°%%,0),V f(r, TD)ERLzi， … ,XT, ]， 
给 出 环 同 态 R[x ,…,X, ] 一 R.R 也 可 看 成 R”*(R 上 的 nXxn 
矩阵 环 ) 的 子 环 , 即 有 单 同 态 使 7r 一 > rI,,YrER, 其 中 工 为 n 阶 
单位 矩阵 . 又 如 R 与 R 上 关于 G 的 群 环 RG 之 间 也 有 两 个 常用 的 
同 态 存在 : : 
R 一 RG ,由 rr 一 > re 给 出 ,其 中 rER,e 为 G 的 单位 元 ; 
RG 一 R ,由 Zrjg; 一 和 7; 给 出 ,其 中 ER,gEG. 
一 般 地 , 若 pg:R 一 T 为 一 个 环 同 态 ( 本 书 的 环 同 态 都 指 保持 
单位 元 对 应 且 保 持 加 、 乘 法 的 对 应 ) 我 们 可 将 任 一 个 ME7 吸 看 
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成 一 个 左 R 一 模 , 这 只 要 定义 
rm=9(r)m, Vr€ER,mEM 
即 可 . 同 理 任 一 个 ME 纲 r 也 有 一 个 右 R 一 模 结 构 . 对 双 模 也 可 类 
似 定 义 成 新 的 双 模 .比如 TE fr 驶 7 ,可 通过 定义 
titr=tito(r), Vti,tET,rER 
使 了 TEk 叶 z+. 容易 直接 由 定义 验证 下 述 
结果 . 

.命题 1 设 pgp:R 一 TT 为 环 同 态 , 则 

(i) 由 9 可 给 出 一 个 函 子 U: rM >gM(U: Mr Me), 称 为 
换 环 函 子 (change of rings functor) ; 

(ii)(U,Homg (TT, 一 )) 与 (TC 一 ,U) 都 是 伴随 对 .因此 U 
为 正 合 函 子 . 

现 设 A Ex 观 , BEE 对. 我 们 常 使 用 如 下 记号 (规律 是 : 对 应 
,pp 写 在 下 ,对 应 Hom,o9 写 在 上 ;9 写 在 左 表 示 左 ,人 一 模 ; 写 在 
右 , 表 示 右 工 - 模 ): 

中 = TC BET 叶 (TC 一 中 的 TE 7 对 ) 

A, 一 ACTE 纲 r (一 9T 中 的 TEg 叶 7) 

?B= 二 Homr(T,B)E7N(Homr (TT 一) 中 的 TE .4 观 7) 

A? = Homr(T,A)E 观 (Homr(T, 一 ) 中 的 TE7M0) 
(参看 第 一 章 $ 3 中 关于 凶 ,Hom 给 出 的 模 结构 ). 

.可 以 直接 验证 :9 在 下 , 保 投射 性 ;gq 在 上 , 保 内 射 性 . 即 

.… 引 理 1 设 yp:R 一 TT 为 环 同 态 ,AE 台 rp,BEE 观 , 则 
(i) AEPIMr 时 必 有 A, EPM7， 
BE Pg 时 必 有 ,BEPr 守 ; 
(i) AE InjWMr 时 必 有 A? E Inj7， 
BE Inj kg 和 时 必 有 ?BE Inj rz3. 
下 面 我 们 将 由 环 同 态 给 出 一 些 有 用 的 谱 序列 ,为 此 我 们 还 需 
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证 
引 理 2 设 p:R 一 代为 环 同 态 , 则 有 如 下 的 自然 同 构 : 
(i) 4COL 全 4,CeL， VAEMr,LET7M; 
(ii) MBM(,B), VY MEM+r,BErM,; 
(ii) Homr (B,L)Hom7r(,B,L),V BErM,LE TN; 
(iv) Homr (L,B)Hom7r (L, *B),Y LErM,BErM. 
证 自然 性 都 可 直接 验证 . 
由 名 的 结合 性 知 
AQL=(AGQIDGBL~A4Q(TQ@L)~A4QL 
即 (i) 成 立 , 同 理 可 得 (ii). 
由 伴随 同 构 定理 (第 二 章 $3 定理 5) 可 得 (iii)、(iv), 即 
Homr(sB,L)=Homr( TOB,L)Homs(B,Homzr (T,L)) 
二 Homr(B,L) 
Homzr (L, B) = Homr (L,Home (T,B))~Homa (TL ,B) 
二 Homr(L,B) 
国 
现在 可 证 
定理 7( 谱 序列 换 环 定 理 I) 设 gp:R 一 TT 为 环 同 态 ,A E€ 
Mr ,LE7r 驶 , 则 有 第 一 象限 谱 序 列 
Tor (Tor (A,T),L)>Tom (A,L), Vn=p+g 
证 取 顶 子 


G=( ),。=—0T 
F= -WL 

由 引 理 2Q) 知 其 合成 为 
FG=—L 


又 显 见 下 为 右 正 合 的 且 对 任意 的 PEPRr ,由 引 理 1(i) 知 
P, €E PM 
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于 是 满足 零 调 条 件 : 
Tor;: (P,,L)=0, Vi>0 
故 由 定理 4 即 得 证 . 
口 
注意 到 当 TE Flat kM 时 定理 7 中 的 谱 序列 是 衰退 的 , 立 得 如 
下 推论 (是 在 此 情况 下 引 理 2(i) 的 推广 ). 
推论 8 在 定理 7 的 条 件 下 ,车 又 有 TE Flat 观 , 则 
Tor (A,,L)Tor (A,L), Vn2>0 
完全 类 似 地 ,可 得 (其 应 用 可 见 [Vas,76,p.44,p.47]) 
定理 &( 谱 序列 换 环 定理 耳 ) 设 pg:R 一 TT 为 环 同 态 , 则 有 第 
一 象限 谱 序 列 
Tor (M,Tor (T,B))>Tomn (M,B), VMEMr,BErM 
又 若 TEFlatMw , 则 
Tor: (M,，.B) 全 To (M,B) 
证 用 引 理 1, 引 理 2 和 定理 1. 
口 
定理 9( 谱 序列 换 环 定理 焉 ) 设 pP:R 一 为 环 同 态 , 则 有 第 
三 象限 谱 序列 
Ex 地 (Tow (T,B),L)>ExR(B,L), V BErM,LETM. 
又 车 TE Flat9r , 则 
Extr ( oB,L)Ext(B,L) 
证 用 引 理 1, 引 理 2 和 定理 5. 
口 
定理 9 中 的 谱 序 列 以 及 下 述 定 理 中 的 谱 序列 之 应 用 均 可 在 
[Vas,76,p.75] 看 到 . 
定理 10( 谱 序列 换 环 定理 玉 ) 设 pg:R 一 TT 为 环 同 态 , 则 有 
第 三 象限 谱 序 列 
Ext? (LsExt(T,B))>ExE (LB), V BErM,LETM. 
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又 若 TEPr 观 , 则 
Ext*(L, °B)~Ext*(L ,B) 
证 用 引 理 1, 引 理 2 和 定理 6. 
国 
作为 谱 序 列 换 环 定理 的 一 个 很 好 的 应 用 ,我 们 来 证 明 如 下 投 
射 维 数 的 换 环 定理 (参看 本 章 $2 习题 2. ) 
命题 2( 投 射 维 数 的 换 环 定理 ,I. Kaplansky) 设 po:R 一 TT 为 
环 同 态 ,LE7 员 . 则 
lpdr (L )<lpdr (T)+1pdr(L) 
证 只 需 对 lpdr( 工 )=L<oco 且 lpdg(T)=I<oo 的 情况 进行 
证 明 . 
事实 上 ,由 定理 10 知 ,对 任意 的 BEk 员 有 谱 序 列 
Em =Extt(L ,Ext(T,B))—>Ext(L,B) 
若 n=ptgq>t+l 则 p>!1 或 gq>z. 
在 p>/ 时 ,由 第 三 章 $§3 定理 10 知 
FE” =Extt(L,Ext(T,B))=0 
在 g>>t 时 同 理 也 有 Em=0, 于 是 在 n>>i+t 时 必 有 
 E% =0, Vp,gqg, p+q=n 
由 此 知 
Ext&t(L,B)=0 
由 B 的 任意 性 再 用 第 三 章 $3 定理 10 即 得 
lpdr (L)<t + 1=1pdr(T)+1pdr(L) 
吕 
用 定理 8( 谱 序列 换 环 定理 开 ) 我 们 又 可 证 明 平 坦 维 数 的 换 环 
定理 : 
命题 3( 平 坦 维 数 的 换 环 定理 ) 设 pg:R 一 T 为 环 同 态 ,LE€ 
M7, 则 
rfdr(L)<rfdr (T)+ rdr(L) 
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证 设 rd;(L)=L!<oco, 且 rds(T)=z<oco( 其 他 情况 是 显 
见 的 ). 由 定理 8 有 谱 序 列 

FE =Tor (L ,To (T,B)) 之 To (L,B),YV BEgM 

若 z= 力 +dg>ri+7, 则 户 >7 或 g>L. 在 这 两 种 情况 下 都 有 


E* =0 
因此 
E” =0 
故 对 n= 二 pt+g, 总 有 
Tor(L,B)=0 


由 B 的 任意 性 ,从 第 三 章 $4 定理 8 即 知 
rfdr(L)t+1=rfdr(T)+1Hdr(L) 
[| 
类 似 地 ,用 定理 9%( 谱 序列 换 环 定 理 亚 ) 我 们 可 证 内 射 维 数 的 
换 环 定理 : 
命题 4 (内 射 维 数 的 换 环 定理 ) 设 p: 尺 一 人 为 环 同 态 ,了 
ETM, 则 
lidr (L)<lidr (T)+rfdr(L) 

”化 为 谱 序列 换 环 定理 的 另 一 个 重要 应 用 ,我 们 来 证 明 多 项 式 
环 整 体 维 数 的 合 冲 定理 , 即 一 个 环 R( 未 必 可 换 ) 与 R 上 nm 元 多 
项 式 环 RR[ zi ,zs，… ,a | 的 整体 维 数 关系 的 定理 .显然 ,由 数学 归 
纳 法 原理 可 以 预想 到 ,关键 是 处 理 m =1 的 情况 .注意 R[xzj] 中 z 
是 其 中 心 元 , 即 f(x)xz= zxf(z),Yf(z)ERILzj], 记 成 x E€ 
CCRLzj), 且 工 非 可 逆 也 非 零 因 子 , 且 有 环 同 构 有 R 人 一 RRLzj]/zR 
[zj]( 事 实 上 ,由 环 同 态 RIzj >R,p(f(z))=f(0) 即 可 看 出 ). 


因此 我 们 先 来 证 明 D. Ress 的 一 个 重要 结果 . 
命题 5(D. Ress,1956 年 ) 设 尺 为 环 ,TEC(R), 在 R 中 z 
非 可 道 , 也 非 零 因子 ,T= R/zR ,BE 吸 , 且 乘法 映射 


B—>B 
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b> xb 

为 单 射 , 则 对 任意 的 之 0 与 工 Gr 吸 有 

Ext? (L,B/zB)~Ext?’ (L,B) 
因此 , 阁 了 中 (TT)=n<%, 则 ID(R) 宇 n+1. 特 别 地 ,对 R 上 的 可 
换 不 定 元 xz，… ,Tz ( 即 V rER,rz; = Zr ,Tir; = XTi), 

ID(R[zi, za, ,zn ])>ID(R)+m 
证 .由 设 注意 z 非 零 因子 , 知 有 z 吸 中 的 正 合 列 
0>R—>R—>T->0 

其 中 z 为 乘法 映射 , 即 VrER,rr> zr. 用 反 变 阔 子 Homy (一 ， 
B) 作 用 于 这 个 正 合 列 得 长 正 合 列 ( 见 第 三 章 $2) 


0—> Homs (T, B)—> Homs (R,B)—> Homg (R,B)™> 
Extr(T,B)—>Extt (R,B)—:…>Extt (R,B) 
—Ext®'(T,B)—>Ext®!(R,B)—.…, VY g 宇 1 
由 R 一 模 同 构 
Homr (R,B)~B 
从 上 述 长 正 合 列 可 看 出 
Homr(T,B)=0 
又 由 REPk 观 知 
Extx(R,B)=0, Ex (R,B)=0, VY ag 宇 1 
因此 有 
Exth(T,B)~=B/zxB 
Ext(T,B)=0, VY g>2 
男 一 方面 ,由 设 知 有 自然 的 环 同 态 pg:R 一 T= RI/zR ,于 是 由 
定理 10 知 有 第 三 象限 谱 序 列 
Ez? =Extt (L,Ex(T,B))>Exte (L,B) 
注意 z 
Ext(T,B)~Homr (T,B) 
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由 上 上段 证 明知 ,Ef =0, Yo 天 1, 即 此 谱 序列 关于 g =1 是 衰退 的 ， 
于 是 有 
Extz '(L ,Exth(T,B))~Ext(L ,B) 
换 为 n++1 即 得 
Ext*(L ,B/zB)~Ext®''(L,B) 
因此 ,IDLT)=?2<co 时 上 必 有 工 E7r 吸 使 上 式 之 左 非 零 . 于 是 上 式 
右 也 非 零 . 故 ID(R) 之 n+1. 
最 后 换 上 述 的 尺 为 RLzij, 换 工 为 尺 , 即 得 
ID(RLz1])>ID(R)+1 
用 归纳 法 即 得 
ID(R[ zi ,x2 ,Xn |)>ID(R)+m 
噩 
下 面 讨 论 命题 5 中 的 最 后 一 个 不 等 式 的 反 向 不 等 号 是 否 成 
立 .这 自然 地 (由 归纳 法 原理 ) 可 归 为 讨论 
ID(RLz])<ID(R)+1 
是 否 成 立 .为 此 ,我 们 引进 一 个 记号 
设 MER 吸 , 记 
M[zj=RlzjeM= [之 (z Omi) li>0, mEMI| 
这 是 一 个 左 R[xzj 一 模 . 容易 看 出 R[zj 是 R 上 以 {1,z,zx*,…} 
为 基 的 自由 左 尺 一 模 ,因此 投射 R[zj] 一 模 必 为 投射 R 一 模 .如果 
令 
f' Om, mo mt 
则 可 看 出 这 是 一 个 一 一 对 应 ,因此 MI[z | 中 的 元 素 都 可 看 作 是 以 
M 元素 作 系 数 的 z 的 多 项 式 .下 面 来 证 明 两 条 引 理 . 
引 理 3 lpdeg(M)=1lpdgr(M[zj),YMER 双 ,因此 ME 
Pr 当 且 仅 当 M|[ xz]€ Pr . 
证 设 lpdr(M) 二 nn, 则 有 M 的 左 R 一 模 投 射 分 解 
0 一 ~ 卫 , 一 … 一 卫 , 一 NM 一 0 
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注意 RLzjEFrees 吸 CEFlat 吸 .于 是 以 正 合 画 子 R [zx] 一 作 
用 之 ,得 RLzj] 一 模 正 合 列 
0O>R[z]OP,.—…—R[z]O Po ~M[z1*0 
显然 作为 投射 模 的 张 量 积 , R[x ]CP; 都 是 投射 左 R[z] 一 模 . 因 
此 
lpd rt (M[z])<n -~ 
再 设 
lpd Riz(M[z])<n 
则 有 M[z] 的 左 R[xz]- 模 投射 分 解 
0>Q,.>…>Qo>M[z]>0 
注意 上 面 说 明 的 投射 左 RLzj]- 模 必 为 投射 左 尺 一 模 , 则 知 Qi E 
Pr 顺 . 另 一 方面 ,作为 左 RR 一 模 ,显然 
MIz|=R[lz]JoOM~HM 
又 由 ( 见 第 三 章 $3 定理 4) 
Ext& (HA,,X)IIExt& (A,,X), VA,,XErM 
知 ( 即 第 三 章 $3 习题 4) 
lpdr (I A;) = max lpdr (A.;) 
故 | 
lpdr (MD) 魏 7 
由 上 两 段 证 明 即 得 欲 证 . 


引 理 4 设 MERrs] 吸 , 则 有 Rrz] 味 中 的 正 合 列 
0O>M[zj>MIzj>M—0 
证 由 
7x Om, > 2 TM, 
定义 左 R[zj] 一 模 同 态 f:M[zj 一 M. 令 
Kerf=K 
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则 有 左 RLzj- 模 正 合 列 
0-~K->M[z] 二 M->0 
下 面 只 需 证 :有 左 RLz |] - 模 同 构 g.:.M[z]>K. 


为 此 , 先 由 
DiTCoair2I(TPCOrm; 一 并 Comai; ) 


(注意 f(2(zx 的 zm; 一 x” 的 mi)) =0) 定 义 左 RLL] 一 模 同 态 
g:M(z)>K. 从 
g (Sr Om, )= 1 zrmo + Pr zm — m1) -zx Om, 
=0 
可 推出 


0= —m,= zm, 一 712 1 二 … 二 .7121 一 7120 = rmo 


于 是 此 时 必 有 
m; =0,71=0,1,.…,n 
这 就 说 明了 g 为 单 同 态 .现在 只 需 证 明 g 也 是 满 同 态 即 可 . 
事实 上 , 任 取 
X= Om'€EK, mEM 


由 KK= Kerf 知 
Bzim’ =0 
依次 取 mal1= Mm M2 = TM 
Mo 一 2//% We mi , 即 知 XEGImer. 即 4 为 满 同 态 . 
[DD 


由 引 理 3、 引 理 4 即 得 
命题 6 (Hilbert 合 冲 (syzygy) 定 理 ) 设 R 为 任意 环 , 则 


ID(RE zi,…,7z, ))=ID(R)+m 


证 由 命题 与 归纳 法 知 ,只 需 证 
ID(R[z])<ID(R)+1 
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而 且 我 们 只 需 对 ID(R)=n<% 的 情况 加 以 证 明 . 

事实 上 , 任 取 ME RI] 观 , 则 MEEk 驶 .于 是 由 引 理 3 知 

lpdrr1 (MI[z])=1pdr (M)<n. 
再 从 引 理 4, 有 左 R[xz | 一 模 正 合 列 
0->NMIZz | 一 MIzj] 一 M 一 0 
对 此 用 关于 Ext 的 长 正 合 列 定理 ( 见 第 三 章 $2), 得 左 RLzj 一 模 
正 合 列 
“Exttt  (M[z],A)—Extht! (M, A)—>Extrt/r' (MIz], 
A)—>…， VAERrM,j>1 
令 lpdglJ(M[z])=, 则 & 委 2 且 上 正 合 列 写 出 的 三 项 中 ,第 一 
项 、 第 三 项 均 为 0, 因此 
Extti)'’(M,A)=0, V AER[1MM, I 二 1 

故 

lpdg[s (M)<1+k<1+n=ID(R)+1, VMERAM 
由 此 即 得 

ID(RLzj) 委 ID(R)+1 
口 

合 冲 定理 将 多 项 式 环 RLz,,… ,zx | 整体 维 数 的 计算 化 归 对 
更 简单 的 环 R 的 整体 维 数 的 计算 .此 外 ,这 条 定理 说 明了 : 任 给 非 
负 整 数 ”, 都 存在 整体 维 数 为 n 的 环 . 比如 R 为 Artin 半 单 环 时 
(比如 尺 为 域 )ID(R)=0, 自 ID(R[zi,…,z,])=. 


习 题 4.4 


1. 用 谱 序 列 的 方法 补 出 命题 4 的 证 明 . 
2. 设 量 为 群 G 的 一 个 子 群 .B 为 一 个 G 一 模 ,证 明 ( 参 看 上 节 ) 
H"(H,B)H'(G,Homn(Z G,B)) 
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为 便于 读者 查 索 ,本 索引 以 黑体 字 列 出 八大 词类 名 : 环 , 铺 子 ， 
范畴 , 复 形 , 维 数 , 谱 序列 , 模 , 鞭 名 的 定理 . 引 理 与 命题 . 比如 各 种 
环 按 笔画 及 外 文字 母 开 头 者 依 字典 序列 的 原则 均 列 于 名 词 环 之 
下 ,各 类 项 子 亦 以 笔画 顺序 列 于 名 词 “ 函 子 " 之 下 .不宜 归 和 这 八大 
类 者 按 笔画 列 于 “其 他 "之 下 .各 名 词 后 标 出 可 详细 参看 的 出 处 (未 
必 是 第 一 次 出 现 的 地 方 ): 章 (Ch)、 节 (§ ) 及 出 现 的 定义 或 定理 序 
号 .对 不 在 定义 或 定理 中 出 现 的 名 词 , 亦 用 “ 注 1” 或 “定理 2 之 后 ” 
等 指明 可 查阅 的 地 方 . 

环 ring Ch.1, $3, 定 义 1 前 

反 环 ”opposite ring Ch.1, $2, 习题 1.2, 第 5 题 

左 半 和 遗传 环 left semihereditary ring Ch.2, 33, 注 4 

左 遗 传 环 、left hereditary ring Ch.2, $2, 定 义 5 

右 遗 传 环 ”right hereditary ring Ch.2, $2, 定义 5 

正则 环 (VN 正则 环 ) (von Neumann) regular ring _Ch.3， 

4, 定义 3 
半 单 环 (Artin 半 单 环 ) semisimple ring Ch.2, $2, 定 义 5 
自 同 态 环 ” endomorphism ring Ch.1,$6, 例 4;Ch.1, 7， 
命题 4 
群 环 ( 群 代数 ) group ring (group algebra) ”Ch.4, $3, 定 义 
1 1 
Dedekind 整 环 ”Dedekind domain Ch.3, S$ 5, 命题 1 
Laurent 多 项 式 环 .Laurent polynomial ring Ch.4, $ 3, 命题 
1 后 
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LPID( 左 主 理想 整 环 ) jleft principal ideal domain Ch. 2， 
$2, 定 理 4 
Noether 环 ”Noetherian ring Ch.3, $4, 定 理 11 后 
PID( 主 理想 整 环 ) ”principal ideal domain Ch.2, § 3, 推论 3 
Priifer 环 ( 半 遗传 整 环 ) Priifer ring Ch.2, 33, 注 4 
尔 子 functor Ch.1, $2, 定 义 1 
反 变 孙子 ”contracovariant functor Ch.1, $2, 定 义 1 
双 果 子 bifunctor Ch.3, $3, 定 义 1 
半 正 合 函 子 half exact functor Ch.1, 35, 定 义 1° 
正 合 陋 子 exact functor Ch.1, $5, 定 义 1( 共 变 ), 定 义 1° 
( 反 变 ) 
正 函 子 列 “positive sequence of functors Ch.3, $3, 定 义 8 
左 正 合 函 子 left exact functor Ch.1, $35, 定 义 1( 共 变 ), 定 
义 1"( 反 变 ) 
左 导 出 琐 子 “left derived functor Ch.3. $2, 定义 2 与 定理 
2 . 
右 正 合 晒 子 “right exact functor Ch.1, § 5, 定义 1( 共 变 )， 
定义 1"( 肥 变 ) 
右 导出 函 子 right derived functor Ch. 3, $2, 定 义 2* 与 定 
理 2"( 共 变 ) ,定义 4 与 定理 4( 反 变 ) 
加 法 (性 ) 孙 子 additive functor Ch.1, $2, 定义 4 
共 变 函 子 ”oovariant functor Ch.1, $32, 定义 1 
同 构 函 子 isomorphism (functor) ”Ch.1, $2, 定 义 7 
同调 函 子 homology functor Ch.3, $31, 定理 1 
负 函 子 列 negative sequence of functors Ch.3, $3, 定 义 8 
忘却 浮子 forgetful functor Ch.1, $2, 定义 2 
连接 的 孙 子 列 connected sequence of functors Ch.3, § 3, 
定义 8 
忠实 晒 子 faithful functor Ch.1, $2, 定 义 2 
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伴随 对 ( 晒 子 ) adjoint pair (functors) Ch.2, $93, 定义 3. 

恒 等 ( 单 位 ) 了 英子 identity functor Ch.1, $2, 定 义 2 

隐 子 Ext( 扩 孙 子 ) functor Ext (extension functor) Ch.3, 
$ 2, 定义 3 

了 次 子 Hom(Hom (A ,一 ) 与 Hom (一 ,B)) functor Hom 
Ch.1, $ 3, 定理 12 

轴 子 * (Homr (一 ,R)) functor * Ch.1,§5, 推 论 2 

沙子 (ACY 一 与 一 6B) functor CL ”Ch.1, $3, 定 理 11 

果子 Tor functor Tor Ch.3, 8 2, 定义 3 

逆 等 价 阔 子 inverse equivalent functor Ch.1, $2, 定 义 7 

挠 函 子 torsion functor Ch.3,$4, 注 1 后 

强 连 接 的 果子 列 strongly connected sequence of functors 
Ch.3,$3, 定 义 8 

部 分 忘却 函 子 “partial forgetful functor Ch.1, $2, 定 义 2 

逆 同 构 了 浮子 “inverse isomorphism (functor) Ch.1, $2, 定 
义 7 

换 环 郴 子 “change of rings functor Ch.4, $4, 命 题 1 

等 价 郴 子 equivalent functor Ch.1, $2, 定 义 1 


范畴 category Ch.1,8$1, 定 义 1 

小 范畴 small category Ch.1,$1, 注 3 

子 范 畴 subcategory Ch.1, $1, 定 义 1 

反 范 畴 ( 逆 范 畴 ,对 侦 范 畴 ) opposite category (dual catego- 
ry) Ch.1, $1, 定 义 3 

加 法 范畴 ”additive category Ch.1, $7, 定 义 1 

同 构 范畴 ”isomorphic categories ”Ch.1, $2, 定 义 7 

全 ( 满 ) 子 范畴 ”full subcategory Ch.1,.$1, 定 义 1 

足够 内 射 的 Abel 范畴 ”Abelian category having enough injec- 
tives，Ch.4,$3, 第 二 段 
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足够 投射 的 Abel 范畴 Abelian category having enough pro- 
jectives Ch.4,8$3, 第 二 段 
具体 范畴 ”concrete category Ch.1, 332, 定义 2 
带 积 范畴 category with products Ch.1, $6, 注 3 
带 上 积 范畴 ”category with coproducts Ch.1, $6, 注 3 
等 价 范畴 ”equivalent categories Ch.1, $2, 定 义 7 
预 加 法 范 酶 ”preadditive category Ch.1, $2, 定 义 3 
Abel 范畴 ”Abelian category Ch.1,》7, 和 定义 3 
AG(Abel 群 范畴 ) ”Ch.1,$1, 定 义 2 前 
G (和 群 范畴 ) Ch.1, $1, 定 义 2 前 
Ring( 环 范畴 ) Ch.1, $1, 定 义 2 前 
kM( 左 尺 一 模范 畴 ) Ch.1, $1, 定 义 2 前 
S ( 集 范畴 ) ”Ch.1, $1, 定 义 2 前 
Top( 拓 扑 空间 范畴 ) Ch.1, $1, 定 义 2 前 
对 象 ( 范 畴 的 ) object Ch.1, $1, 定 义 1 ' 
始 对 象 ”initial object Ch.1, $331, 定义 4 
终 对 象 ”terminal (final) object Ch.1, $1, 定 义 4" 
零 对 象 ”null (zero) object Ch.1, $31, 定义 4° 
态 射 (范畴 中 的 ) morphism Ch.1, $1, 定 义 1 
同 构 态 射 ( 等 价 态 射 ) isomorphism (equivalence) mor- 
phism ”Ch.1, $1, 定义 2 
单 态 射 ”monic morphism Ch.1, $ 1, 定义 2 
恒 等 态 射 identity morphism ”Ch.1, $1, 定 义 1 
零 态 射 ”zero morphism ”Ch.1,$ 1, 定理 3 
满 态 射 epic morphism ”Ch.1, $1, 定 义 2 


复 形 ( 链 复 形 ) Complex (chain complex) Ch.3, $1, 定 义 1 
上 边缘 coboundary Ch.3，$1, 定 义 7 后 
上 同调 模 ”cohomology module Ch.3, $1 ,定义 7 后 
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上 复 形 ”cocomplex Ch.3,31, 定 义 7 后 

上 图 (上 赚 链 ,上 循环 ) ”cocycle Ch.3, 31, 定 义 7 后 

子 复 形 ”subcomplex Ch.3, 31, 定义 5 

双 复 形 ”bicomplex Ch.3, 35, 定义 3 

边缘 ”boundary Ch.3, $1, 定 义 2 

同 伦 复 形 ”homotopic complexes Ch.3, 9§1, 定 义 9 

同调 类 homology class Ch.3,8$1, 和 定义 2 

同调 复 形 ”homological complexes Ch.3, 1 ,定义 9 

同调 模 ”homology module Ch.3, $1, 定 义 2 

全 复 形 total complex Ch.3, §5, 定 义 4 

投射 复 形 ”projective complex Ch.3, $5, 定 理 1 

删 项 上 复 形 ”deleted cocomplex Ch.3, $32, 定义 1 

删 项 复 形 ( 舍 元 复 形 ) deleted complex Ch.3, $2, 定 义 1 

转 置 双 复 形 transposed bicomplex Ch.4, $2, 定 义 5 

复 形 正 合 列 exact sequence of complexes Ch.3,，$ 1, 定义 7 

复 形 范畴 ”category of complexes ”Ch.3, $1, 定 义 3 

复 形 短 正 合 列 short exact sequence of complexes Ch. 3， 
$1, 定 义 7 

商 复 形 ”guotient complex Ch.3, $1, 定 义 5 

图 ( 闭 链 , 循 环 ) ”cycle Ch.3, $1, 定 义 2 

链 上 映射 ”chain map Ch.3, $11, 定义 3 

同 伦 链 上 映射 ”homotopic chain maps Ch.3, $1, 定 义 8 

链 上 映射 的 上 核 cokernel of-a chain map Ch.3, $1, 定 义 6 

链 映射 的 核 kernel of a chain map Ch.3, $1, 定 义 6 

链 映射 的 象 “image of a chain map Ch.3, $1, 定 义 6 

零 伦 链 映射 ”nullihomototic chain map Ch.3, $1, 定 义 8 

零 调 复 形 acyclic complex Ch.3, $1, 定 义 3 下 

微分 (边缘 算 子 ) differentiation (boundary operator) Ch. 
3, 人 1, 定义 1 
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第 一 象限 双 复 形 first quadrant bicomplex Ch.3, 5S, 和 定义 
5 后 ;Ch.4,$2, 定 义 4 后 
第 三 象限 双 复 形 third quadrant bicomplex Ch.3, 5S, 和 定义 
5 后 ;Ch.4, $2, 定义 4 后 
模 同 态 上 的 链 上 映射 ”chain map over a module homomorphism 
Ch.3, $2, 定 理 '1 


维 数 ”dimension 

左 内 射 维 数 (lid) left injective dimension Ch.2,§ 2, 定义 4 

左 内 射 整体 维 数 (liD) left injective global dimension Ch.2， 
$2, 定 义 4 

左 平坦 维 数 (lfd) left flat dimension Ch.2, $3, 定 义 2 

左 投 射 维 数 (lpd) left projective dimension ”Ch.2, 1, 定义 

，、 4 
左 弱 维 数 (IWD) left weak dimension Ch.2, § 3, 定 义 2 
左 整 体 维 数 (lgD,1lpD) left global dimension ”Ch.2, $1, 定 
义 4,Ch.3, $3, 定 理 11 

右 内 射 维 数 (rid) right injective dimension ”Ch.2，3$2, 定 
义 4 

右 内 射 整体 维 数 (riD) right injective global dimension Ch. 
2, $2, 定 义 4 

右 平 坦 维 数 (rfd) right flat dimension Ch.2, §3, 定 义 2 

右 投射 维 数 (rpd) right projective dimension ”Ch.2, $1, 定 
义 4 z 

` 右 轮 维 数 (rWD) right weak dimension Ch.2, $33, 定义 2 

右 整 体 维 数 (rgD,rpD) right global dimension Ch.2, $1, 
定义 4;Ch.3,$3, 和 定理 11 

弱 维 数 (WD) weak dimension Ch.3, $4, 和 定理 9 

维 数 转移 法 ”dimension shifting Ch.3, §$ 3, 定理 9 后 
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群 的 上 同调 维 数 (cd) cohomological dimension of groups 
Ch.4,》3, 和 定义 2 

群 的 同调 维 数 (hd) ”homological dimension of groups Ch.4， 
$ 3, 定义 2 


谱 序 列 ”spectral sequence . Ch.4, $1 ,定义 3( 双 分 次 模 的 ); Ch. 


4, $1, 注 3(Abel 范畴 的 ) 

一 致 有 界 过 滤 ”uniformly bounded filtration ”Ch.4, 2, 定 
义 2 、 

正 合 偶 exact couple Ch.4,$1, 和 定义 2 

收敛 ”convergence Ch.4,$2, 定 义 3 

边缘 同 态 edge homomorphism Ch.4,$4, 定 理 1 

有 界 过 滤 bounded filtration Ch.4,$1 ,和 定 义工 ( 模 的 ); Ch. 
4,$2, 定 义 2( 分 次 模 的 ) : 

过 滤 ” filtration Ch.4, $31, 定义 1 

过 滤 次 数 ”filtration degree Ch.4, $2, 定 义 1 

同调 对 象 ”homology object Ch.4, $1, 注 3 

导出 偶 derived couple Ch.4, $31, 命题 2 

极限 项 ( 谱 序列 的 ) limit term of a spectral sequence Ch.4， 
$ 1, 定义 5 

衰退 (月 演 ) collapses ”Ch.4, $2, 定 义 6 

通常 谱 序列 usual spectral sequence Ch.4, $2, 定 义 6 

粗 收敛 ”roughly converges Ch.4, 92, 定义 1 

第 一 种 过 滤 first filtration Ch.4, $2, 定 义 4 

第 一 种 迭代 同调 .first iterated homology Ch.4,S 2, 定 理 3 
前 

第 二 种 过 滤 ”second filtration Ch.4,$2, 定 义 4 

第 二 种 迭代 同调 ”second iterated homology Ch.4, $2, 定 理 
4 


324 条 了 1 


微分 对 象 differential object Ch.4, $1, 注 3 


模 inodule Ch.1,$3, 定 义 1 

上 自由 模 ”cofree module Ch.2,》2, 注 2 

上 核 cokernel Ch.1,33, 和 定义 3( 模 同 态 的 );Ch.1,》7, 定 
义 2( 态 射 的 ) 

子 模 ”submodule Ch.1, 33, 定义 4 

无 挠 模 torsion 一 free module Ch.3, $4, 定 义 1 

内 射 分 解 injective resolusion Ch.2,》2, 定 义 4 

内 射 等 价 injective equivalence Ch.3, $3, 定 义 4° 

内 射 模 injective module Ch.2,$2, 定 义 1 

分 次 模 graded module Ch.3,$S, 定 义 1 

分 次 模 同 态 “graded module homomorphism Ch. 3, $3 5S, 定 
义 1 . 

双 分 次 模 ”bigraded module Ch.3, $5, 定 义 2 

双 分 次 模 同 态 bigraded module homomorphism Ch.3, $5， 
定义 2 

双 模 (R 一 S 双 模 ) ”bimodule Ch.1, $3, 定义 2 

不 可 分 解 模 ”indecomposable module Ch.1, $6, 例 4 后 

半 自 反 模 ( 缺 抄 模 ) semi 一 reflexive module (torsionless mod- 
ule) Ch.3, $4, 注 1 

半 正 合 列 ”half exact sequence Ch.1, $5, 定义 1° 

半 单 模 ”semisimple module Ch.2, $2, 定 义 5 

示 性 模 ”character module Ch.2, $2, 定义 3 

可 除 模 divisible module Ch.2, $2, 定 义 2 

平坦 分 解 flat resolution Ch.2, $3, 定 理 2 

平坦 模 flat module Ch.2, 933, 定 义 1 

正 合 列 ”exact sequence Ch.1, $34, 定义 1 

可 裂 正 合 列 split exact sequence Ch.1, 舍 4, 定 义 4 
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可 裂 扩张 ”split extension Ch.3, $3, 定 义 2 
同 构 的 短 正 合 列 isomorphic short exact sequences Ch.1, 
$4, 定 义 3 
短 正 合 列 short exact sequence Ch.1,$4, 定 义 2 
左 R- 模 left R 一 module Ch.1, 33, 定 义 1 
次 商 模 ”subquotient (module) ”Ch.4, 人 1, 定义 4 
有 限 生成 模 ”finitely generated module Ch.1,§3, 定 义 5 
有 限 表 示 ( 现 ) 模 (有 限 相 关 模 ) finitely presented module (fi- 
nitely related module) Ch.2,$§3, 定 义 5 
同 态 ”homomorphism Ch.1, $ 3, 定义 3 
同 构 isomorphism Ch.1,$3, 和 定义 3 
单 同 态 ”monomorphism ”Ch.1, $3, 定义 3 
满 同 态 epimorphism ”Ch.1, $3, 定 义 3 
其 入 同 态 {包含 同 态 ) inclusion homomorphism Ch. 1， 
$3, 定 义 4 
目 反 模 reflexive module Ch.3， § 4, 注 1 
目 由 分 解 ”free resolution Ch.2, $3 1, 定义 2 
自由 模 ”free module ， Ch.2,$ 1, 定义 1 
西 模 ( 单 式 模 ) unitary module Ch.1, $3, 注 1 
投射 分 解 ”projective resolution Ch.2,§1, 定 义 4 
投射 等 价 ”projective equivalence Ch.3, $3, 定 义 4 
投射 模 ”projective module Ch.2, $1, 定 义 3 
单 模 ”simple module Ch.1, $3, 习题 1.3, 第 2 题 ,又 见 Ch. 
2, $$2, 定 义 5 
挠 子 模 ”torsion submodule Ch.3,8$4, 定 义 1 
挠 模 “torsion module Ch.3, 4, 定义 1 
准 目 由 模 stably free module Ch.2, $1, 注 2 后 
核 ”kernel Ch.1,$3, 和 定义 3( 模 同 态 的 );Ch.1,$7, 定 义 2 
( 态 射 的 ) 
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真子 模 proper submodule Ch.1,8$3, 和 定义 4 

商 模 “quotient module Ch.1,$3, 定 义 6 

循环 模 cyclic module Ch.1, 3§3, 定 义 5 

象 image Ch.1,$§3, 定 义 3 

等 价 扩 张 ”equivalent extension Ch.3, $3, 定 义 5 

等 价 nn 一 扩张 equivalent n 一 extension Ch.3,$3, 和 定义 7 

障碍 obstruction ”Ch.3, § 3, 习题 3.3, 第 3 题 

模 同 态 ” module homomorphism ”Ch.1, $3, 定 义 3 

模 的 生成 系 ( 集 ) generating set of a module Ch.1, 33, 定 
义 5 

模 的 可 裂 扩 张 ”split extension of a module Ch.3, $3, 定 义 
2 

模 的 扩张 ”extension of a module Ch.3, $3, 定 义 2 

AM 一 内 射 模 M 一 injective module Ch.1, $5, 定义 2" 

M -投射 模 M 一 projective module Ch.1, $5, 定 义 2 

nn 一 扩张 n 一 extension Ch.3, 33, 定 义 6 


其 他 
几 类 范畴 的 关系 ”Ch.1, $7, 末 
上 生成 子 ”cogenerator Ch.2, 83, 定义 4 
上 合 冲 ”cosyzygy Ch.3, 人 3, 定义 3" 
内 直 和 internal direct sum Ch.1, 36, 注 1 
反 向 极限 ”inverse limit Ch.1, $7, 习题 1.7, 第 5 题 
双 加 映射 biadditive map Ch.1, $3, 定 义 8 
双 加 R 一 平衡 映射” biadditive R - balanced map Ch.1, 
$ 3, 定义 8 
双 线 性 映射 ”bilinear map Ch.1, §3, 定 义 7 
正 向 极限 direct limit Ch.1，$7, 习 题 1.7, 第 4 题 
正 合 三 角形 ”exact triangle Ch.3,$ 1, 定理 2 
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生成 子 ”generator Ch.2, $1, 习 题 2.1, 第 2 题 

左 零 化 子 left annihilator Ch.1,$3, 例 2 

外 代数 exterior algebra Ch.1,8$3, 和 定理 6 后 

外 直 和 external direct sum Ch.1,8$6, 注 1 

对 称 代 数 ”symmetric algebra Ch.1, $3, 定 理 6 后 

对 侦 陈 述 dual statements Ch.1, $11, 定义 3 后 

对 偶 原 理 duality principle Ch.1,$1, 和 定义 3 后 

对 偶 基 dual basis Ch.2, $1, 定 理 1 

交换 图 (可 换 图 ) commutative diagram Ch.1, $1, 定 理 1 
前 

亚 直 积 (次 直 积 ) subdirect product Ch.1, $6, 注 2 

合 冲 syzygy Ch.3,$3, 定 义 3 

自然 变换 (果子 的 ) natural transformation Ch.1, $2, 定义 
9 

自然 等 价 ( 函 子 的 ) natural equivalence Ch.1, $2, 定 义 6 

连接 同 态 ”connecting homomorphism ”Ch.3, $3 1, 定理 2 

直 和 (上 积 ) direct sum (coproduct) Ch.1,$6, 定 义 2( 模 
的 );Ch.1, $6, 定 义 4( 范 畴 中 对 和 象 的 ) 

直 和 项 summand Ch.1, $6, 定 义 2 

直 积 ( 积 ) direct product (product) ”Ch.1, $6, 定义 1( 模 
的 );Ch.1, $3 6, 定理 4 (范畴 中 对 象 的 ) 

直 军 direct power Ch.1, $6, 例 2 

. 拉 回 (图 ) pullback Ch.2, 32, 注 1 

罗 yoke Ch.3, 4, 定义 2 

图 追踪 (法 ) .diagram 一 chasing Ch.1, $4, 定 理 5' 后 ,命题 
1 前 

标准 投射 ”canonical projection Ch.1, 人 6, 定义 3 

标准 单 射 ”canonical injection Ch.1, $6, 定 义 3 

张 量 代数 tensor algebra Ch.1, $ 3, 定理 6 后 


JJL0 未 了 


张 量 积 tensor product Ch.1, $3, 定 义 7( 交 换 环 上 模 的 ); 
Ch.1,$3, 和 定义 9( 右 尺 一 模 与 左 RR 一 模 的 ) 

推出 (图 ) pushout Ch.2,$2, 注 1 

群 的 上 同调 群 ”cohomology group of a group Ch.4,$3, 定 
义 2 后 

增 广 理想 augmentation ideal Ch.4, 8》3 ,命题 2 之 证 

箭头 理论 theory of arrows Ch.1, $1, 注 2， 

FEilenberg 技巧 ”Eilenberg trick Ch.4, $3, 习 题 4.3, 第 1 题 

R 一 平衡 映射 ”R 一 balanced map Ch.1, $33, 定义 8 


著名 的 定理 、 引 理 与 命题 

三 引 理 ( 短 五 引 理 ) 3 一 Lemma (short 5 一 Lemma) Ch.1, 
$ 4, 推论 2、 推论 3 

上 同调 五 项 列 定理 ”Ch.4, $ 4, 推论 2 

上 同调 泛 系 数 定理 ”universal coefficient theorem for homolo- 
gy Ch.3, $3 3, 定理 2 

马 掌 引 理 ”Horseshoe Lemma Ch.3, $2,3| 理 1 

五 引 理 5 一 Lemma Ch.1,$4, 和 定理 2 

内 射 维 数 的 换 环 定理 Ch.4,$4, 命 题 4 

内 射 模 与 直 积 的 关系 ”Ch.2, 32, 定 理 2 

内 射 模 的 特征 性 质 Ch.2, $2, 定 理 1 

正则 环 (VN 正则 环 ) 的 特征 性 质 Ch.3, $4, 定理 13 

比较 定理 ,comparison theorem Ch.3, $32, 定理 1 

左 导 出 函 子 的 长 正 合 列 定 理 ”Ch.3, $2, 定 理 5 

右 导 出 果子 的 长 正 合 列 定 理 Ch.3,》2, 和 定理 和- 

平坦 模 与 内 射 模 的 关系 ”Ch.2,》$3, 和 定理 6 

平坦 模 与 直 和 的 关系 ”Ch.2, $3, 定理 1 

平坦 模 对 的 封闭 性 ”Ch.2, $3, 定理 4 

平坦 模 的 特征 性 质 ”Ch.2, $3, 定理 6, 定 理 8, 定 理 9, 定 理 


10 ,命题 8 

平坦 维 数 的 换 环 定理 ”Ch.4, § 4, 命题 3 

. 代数 拓扑 中 的 Kiinneth 定理 ”Ch.3, § 5, 推论 8 

加 法 王子 的 特征 性 质 Ch.1,$7, 定 理 3 

同调 五 项 列 定 理 universal coefficient theorem for homology 
Ch.4,$4, 推 论 1 

同调 泛 系 数 定理 Ch.3, § 3, 定理 1 

补 图 命题 Ch. 1, $4, 命 题 1, 命 题 1 

投射 维 数 的 换 环 定 理 Ch.4,8$4, 命 题 2 

投射 模 与 直 和 的 关系 ”Ch.2,$1, 和 定理 2 

投射 模 对 C 的 封闭 性 ”Ch.2, $1, 定 理 3 

投射 模 的 特征 性 质 Ch.2,$1 ,定理 1 

连接 同 态 定理 Ch.3,$1, 定 理 2 

伴随 同 构 定 理 ”adjoint isomorphism theorem ”Ch.2, 》3, 定 
理 5 

直 和 的 泛 性 质 ”universal property of direct sums Ch.1,》6， 
定理 1 

直 积 的 泛 性 质 universal property of direct products Ch.1,， 
$ 6, 定理 1° 

质子 Hom 的 左 正 合 性 ”Ch.1, $ 5, 定理 1 

冰 子 的 右 正 合 性 ”Ch.1, $5, 定 理 2 

复 形 同 调 的 长 正 合 列 定理 ”Ch.3, $1, 定理 3 

蛇 引 理 Snake Lemma Ch.3, 3 1, 定理 4 

短 正 合 列 可 和 裂 的 特征 性 质 Ch.1,$§ 4, 定理 1 

谱 序列 的 换 环 定理 ”change of rings theorem for spectral se- 
quences Ch.4,$4, 和 定理 7, 定 理 8, 和 定理 9, 和 定理 10 

9 一 引 理 (3x3 引 理 ) 9 一 Lemma Ch.3,》1 ,推论 4 

Abel 群 的 Ext 计算 Ch.3, 33, 定 理 8 

Artin 半 单 环 的 特征 性 质 ”Ch.2, $ 2, 定理 10 
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Bear 准则 Bear criterion Ch.2, $2, 定 理 1 

Ext 与 直 和 、 直 积 的 关系 ”Ch.3, $3, 定理 4 

Grothendieck 谱 序 列 定理 ”Ch.4, $3, 定 理 1, 定 理 2, 定 理 3， 
定理 4, 定理 5 

Hilbert 合 冲 定理 ”Hilbert syzygy theorem ”Ch.4, $$ 4, 命题 6 

Hom 与 直 和 、 直 积 的 关系 ”Ch.1, $7, 定 理 4 

Kiinneth 上 同调 公式 “Kiinneth formula for cohomology Ch. 
3, 95, 定理 5 

Kiinneth 同调 公式 ”Kiinneth formula for homology Ch. 3， 
$ 5, 定理 4 

Kiinneth 定理 ”Kiinneth theorem ”Ch.3, $3 5, 定理 3 

Kiinneth 张 量 积 公式 ”Kiinneth tensor formula Ch.3, $5, 
推论 7 

Lyndon 一 Hochschild 一 Serre 定理 ”Ch.4, 93, 推论 1 

Schanuel 引 理 ”Schanuel Lemma Ch.2, 1, 命题 6; Ch. 2， 
$ 2, 命题 4( 对 侦 形 式 );Ch.2, $2, 命 题 5( 推 广 形式 ) 

与 直 和 的 关系 ”Ch.1, $7, 定 理 5 

9 与 Hom 的 伴随 性 Ch.2,$3, 命 题 3 

Tor 与 直 和 的 关系 ”Ch.3,》4, 和 定理 $ 


常用 记号 说 明 


关于 范 叶 
Ob5 :范畴 乡 的 对 象 类 
Homse(A,B)(More (A ,B)): 范 畴 % 中 对 象 A 到 对 象 B 的 态 射 集 
I :A 上 的 便 等 映射 、 恒 等 态 射 或 恒 等 同 态 
9 :范畴 G 的 反 范 畴 (对 偶 范 畴 ) 
Comp: 复 形 范畴 
G :和 群 范畴 
LSx : 域 K 上 线性 空间 范畴 
Nr (Modr 或 Mod 一 尺 ): 右 RR 一 模范 时 
RRMod 或 R 一 Mod): 左 RR 一 模范 畴 
RDts ;:R 一 S 双 模 范畴 
Ring: 环 范畴 
S ; 集 ( 合 ) 范 畴 
TG: 拓 扑 群 范畴 
Top: 拓 扑 空间 范畴 
:等 价 (范畴 间 的 ) 
二 : 同 构 ( 模 的 ,范畴 间 的 ,…) 


关于 函 子 
* : 即 HomR (一 , 尺 ) 
曲 : 即 Homz (一 ,Q/Z ) 
由 (了 工 ) : 直 和 * 
I: 直 积 


小 ?< 吊 放 扎 二 大 本 


(F,G): 函 子 下 ,G 为 伴随 ( 函 子 ) 对 
Hom:Hom(A ,一 ) 或 Hom( 一 ,B),Hom 男子 
Ext: Hom 的 右 导 出 林子 
:4O 一 或 一 @B , 张 量 积 函 子 
Tor:69 的 左 导 出 函 子 

L. 下 :了 淆 子 下 的 第 个 左 导出 孙子 

R"F ;孔子 下 的 第 n 个 右 导 出 聘 子 


关于 模 
f.g. :有 限 生 成 的 
f. p. (f.r. ): 有 限 表 示 ( 有 限 相关 ) 的 
Freer (Free 了 Nr ) :自由 左 ( 右 )R 一 模 类 
Pr (Pr ) :投射 左 ( 右 )R 一 模 数 
Flatr NR(Flat Dr ) :平坦 左 ( 右 )R 一 模 类 
Injg (Inj9Dtr ) :内 射 左 ( 右 )R 一 模 类 
MeN: 右 RR 一 模 M 与 左 R 一 模 NN 的 张 量 积 
Homr (M,M ):R- 模 M 到 R 一 模 M 的 同 态 集 ( 群 ) 4 
BL(M,N; 芽 ) :交换 环 上 A ,B 两 个 模 到 模 人 的 双 线 性 映射 全 体 
Biab (A,B;G): 右 R- 模 A, 左 R-- 模 B 到 Abel 群 G 的 双 加 R 一 平衡 
映射 全 体 
Divr (Div tr ) :可 除 左 ( 右 )R 一 模 类 
tr ): 左 ( 右 )R 一 模 全 体 
oB: 环 同 态 P:R>T 下 TWBETHM 的 简写 BER 听 
4 : 环 同 态 p:R 一 下 ACTE 对 7 的 简写 (AE x ) 
?也 : 环 同 态 p:R 一 人 下 HomRg (TB)E7 吸 的 简写 BER 刷 ) 
A? : 环 同 态 p:R 一 下 下 Homg (T,A)Er 吕 的 简写 (AE Mr) 
rankM: 整 环 上 模 M 的 秩 
T(A):A 的 挠 子 模 


只 朋克 了 了 人 记 本 


关于 维 数 
cd(G): 群 G 的 上 同调 维 数 
hd(G): 群 G 的 同调 维 数 
lfd(M)(rfd(M)): 模 M 的 左 ( 右 ) 平 坦 维 数 
WD(R): 环 R 的 弱 维 数 
lgD(R)(lpD(R),ID(R)): 环 RR 的 左 整 体 维 数 
rgD(R)(rpD(R),rD(R)): 环 R 的 右 整 体 维 数 
lpd(M)(rpd(CM)): 模 M 的 左 ( 右 ) 投 射 维 数 
lid(M)(rid(M)): 模 M 的 左 ( 右 ) 内 射 维 数 


关于 复 形 
B, (A ): 复 形 A 的 n 一 边缘 
Z, (A ): 复 形 A 的 一 图 (循环 ) 
H, (A ): 复 形 A 的 第 =” 个 同调 模 ( 群 ) 
B" (A ).; 上 复 形 A 的 n 一 上 边缘 
Z"(A ): 上 复 形 A 的 n 一 上 图 (上 循环 ) 
H" (A ): 上 复 形 A 的 第 ” 个 上 同调 模 ( 群 ) 
f: 模 同 态 f 上 的 链 映 射 (对 复 形 ) 
f: 模 同 态 下 的 链 映射 (对 上 复 形 ) 
g: :Hom(A, 一 )(g)( 对 模 同 态 或 态 射 ) ,或 瓦 , (g)( 对 链 映射 ) 
g :Hom( 一 ,B)(g)( 对 模 同 态 或 态 射 ), 或 HF(g)( 对 链 上 映射 ) 
ff 一刻 : 链 映射 f 同 伦 于 链 上 映射 有 
A WB : 复 形 A ,B 各 分 量 张 量 积 所 成 双 复 形 的 全 复 形 
Hom(A ,B ): 复 形 A ,BB 各 分 量 的 Hom 所 成 双 复 形 的 全 复 形 
Tot(M) : 双 复 形 M 的 全 复 形 


其 他 记号 
G” : 群 G 的 Abel 化 , 即 G/[G,G], 其 中 [G,G] 为 G 的 换 位 子 群 
R".R 的 反 环 
盖 >, 单 同 态 
一 > : 满 同 态 
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之 :可 推出 ,蕴含 

一 : 谱 序列 收敛 记 号 

了 | :存在 唯一 

VY :任意 的 ,所 有 的 

Ker: 核 

Coker: 上 核 

Im: 象 

[“] ;同调 类 或 等 价 扩张 类 
P: 模 A 的 投射 分 解 
Pa: 模 A 的 删 项 投射 分 解 ( 复 形 ) 
所 : 模 A 的 内 射 分 解 


Ei: 模 A 的 删 项 内 射 分 解 (上 复 形 ) 


Rs : 模 A 的 平坦 分 解 
Ei: 模 A 的 删 项 平坦 分 解 


全 用 包 写 这 男 


责任 编辑 
封面 设计 
责任 绘图 
版 起 设计 
责任 校对 


责任 印 制 


( 京 )112 号 


’ 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 

同调 代数 引 论 / 佟 文 廷 . -北京 :高 等 教育 出 版 社 ， 
1998.5 

ISBN 7- 04 -006239 —9 


I . 同 … I 工 . 佟 … 下 .同调 代数 N.0154 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (97) 第 09011 号 


其 


高 等 教育 出 版 社 出 版 
北京 沙滩 后 街 55 号 
邮政 编码 :100009 ”传真 :64014048 电话 ,64054588 
新 华 书店 总 店 北 京 发 行 所 发 行 
高 等 教育 出 版 社 印 刷 厂 印 装 


开本 850X1168 1/32 印张 10.625 字数 270 000 
1998 年 5 月 第 1 版 1998 年 5 月 第 1 次 印刷 
印 数 0 001 -3 169 


定价 10. 60 元 


凡 购 买 高 等 教育 出 版 社 的 图 书 , 如 有 缺 页 、 倒 页 、 脱 页 等 
质量 问题 者 ,请 与 当地 图 书 销售 部 门 联 系 调 换 


版 权 所 有 ,不 得 翻印 


